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Контрольна робота 1

Завдання 1 Дії над матрицями
Знайти  матрицю  С,  виконавши  вказані  операції  над

матрицями А та В [7, с.4-5; 9, с.6-7, 19-20].

Варіанти завдань

1 С=2(А+В);                










421

132
A ,                    .

101

172










B

2 С=А(2А+В);             

















210

014

132

A ,                    

















534

372

780

B .

3 С=2А(А+В);              





















023

211

024

A ,                  














 


430

342

620

B .

4 С=3В(В-2А);            














 


111

102

011

A ,                






















003

021

135

B .

5 С=2В(В-А);            




















105

210

123

A ,               






















413

212

130

B .

6 С=2А(А-В);             



















012

201

543

A ,              






















013

211

210

B .
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7 С=В(А-3В);               



















121

301

654

A ,             




















213

201

210

B .

8 С=В(А+2В);               



















302

011

037

A ,                  

















123

101

124

B .

9 С=2А(2В-А);            





















701

204

132

A ,               





















422

310

501

B .

10 С=(А+2В);               

















024

213

154

A ,                   
















205

110

112

B .

11 С=2(А-В);                  


















021

715

121

A ,               

















013

142

543

B .

12 С=В(А-3В);             

















111

127

027

A ,               
















113

201

320

B .

13 С=А(2А+B);          

















237

140

025

A ,                




















312

021

103

B .

14 С=(А-В)2А;           






















012

120

315

A ,              



















310

211

203

B .

15 С=(А-2В)В;           














 


211

024

523

A ,                  





















431

230

421

B .

16 С=2(А-В)А;           





















153

402

130

A ,              

















205

023

141

B .

17 С=2А(А+В);          
















110

212

241

A ,                   





















542

114

204

B .

18 С=3(А-В)В;          



















210

023

124

A ,                 



















101

215

202

B .

19 С=(2А-В)А;        



















131

102

301

A ,               



















113

210

257

B .

20 С=В(А+2В);           



















302

011

037

A ,                

















123

101

124

B .

21 С=2(В-А)А;           



















010

515

352

A ,                  



















100

121

021

B .
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22 С=3(А+В)В;           



















112

121

011

A ,                   

















100

110

114

B .

23 С=2А(А+В);         



















113

012

621

A ,             



















100

112

112

B .

24 С=В(2В-3А);         

















100

011

001

A ,                     





















012

524

312

B .

25 С=2А(В+А);         

















111

112

211

A ,                    














 


102

100

611

B .

26 С=В(2А-В);          
















303

212

014

A ,              


















203

311

102

B .

27 С=(3А-2В)В;        

















051

110

321

A ,                      



















021

013

751

B .

28 С=(А-2В)А;          



















110

110

211

A ,                    














 


102

010

113

B .

29 С=(А+2В)А;         






















211

021

111

A ,            




















504

121

122

B .

30 С=(А-2В)В;         






















123

112

121

A ,              




















004

121

122

B .

31 С=(А+3В)2В;      



















013

121

311

A ,                 

















001

010

112

B .

Завдання 2 Системи лінійних рівнянь

а) розв'язати  задану  систему  лінійних  рівнянь  трьома
методами:

1) за  формулами  Крамера.  Виконати  перевірку;
2)  матричним методом;  3)  методом Гауса  [7,  с.  7-13;  9,  с.  4-6,
23-24].

Варіанти завдань
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1 












.23

;045

;22

321

321

321

ххх
ххх

хxx
                                          2 













.423

;72

;5344

321

321

321

ххх
ххх
ххх

3 












.342

;623

;13

321

321

321

ххх
ххх
ххх

                                    4 












.222

;1

;747

321

321

321

ххх
ххх
ххх

5 












.43

;1432

;12

321

321

321

ххх
ххх

ххх
                                 6 













.10433

;022

;534

321

321

321

ххх
ххх
ххх

7 












.024

;323

;1232

321

321

321

ххх
ххх
ххх

                                8 












.52

;032

32

321

321

321

ххх
ххх
ххх

9 












42

;43

;83

321

321

321

ххх
ххх
ххх

                                        10 












133

;0224

;632

321

321

321

ххх
ххх
ххх

11 












.02

;023

;732

32

321

321

хх
ххх
ххх

                                  12 












.824

;234

;1

321

321

321

ххх
ххх

ххх
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13 












024

;223

;32

321

321

321

ххх
ххх

ххх
                                  14 













.623

;33

;4

321

321

321

2
ххх
ххх

ххх

15 












.023

;123

;14

321

321

321

ххх
ххх

ххх
                                 16 













.8523

;2332

;032

321

321

321

ххх
ххх
ххх

17 












6232

;12

;223

321

321

321

ххх
ххх
ххх

                              18 












.124

;13

;6435

321

321

321

ххх
ххх
ххх

19












.7524

;23

;32

321

321

321

ххх
ххх
ххх

                                20 












.4234

;52

;05

321

321

321

ххх
ххх
ххх

21 












.0

;054

;1323

321

321

321

ххх
ххх
ххх

                               22 












.045

;134

;13

321

321

321

ххх
ххх

ххх

23 













.0544

;2323

;12

321

321

321

ххх
ххх
ххх

                          24 












.632

;1243

;232

321

321

321

ххх
ххх

ххх
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25 












.2235

;24

;2233

321

321

321

ххх
ххх
ххх

                               26 












.125

;132

;243

321

321

321

ххх
ххх
ххх

27 












.226

;045

;2

321

321

321

ххх
ххх

ххх
                                 28 













.0

;336

;103

321

321

321

ххх
ххх

ххх

29 












1625

;16732

;62

321

321

321

ххх
ххх

ххх
                            30 













02

;832

;832

321

321

321

ххх
ххх

ххх

31 












.1432

;1332

;6

321

321

321

ххх
ххх

ххх

б) розв’язати матричне рівняння.

1 )(

11   2

4   3   0

2   1    1

)( 321321 xxxxxx 

















.           2

)(

 4     1     1

2     0     3  

143  2  

)( 321321 xxxxxx 




















.

3 )(

 1   2     1

3    1    2

0   4    3

)( 321321 xxxxxx 
















.          4
)(

 1    1    1

2    0    3  

1    0    2  

)( 321321 xxxxxx 

















.

5 )(

 9    0    7

2    1  1

1    3    3

)( 321321 xxxxxx 















 .           6 )(

 2   3   0

2   0    1

3   2   2

)( 321321 xxxxxx 
















.
7 )(

2   2   3   

2   1    1

3   2    3  

)( 321321 xxxxxx 















 .          8 )(

 3   2    1

2   2   0

2   3   3

)( 321321 xxxxxx 
















.
9 )(

 1    2     1

3    2    2

1  3    2

)( 321321 xxxxxx 














 

.        10
)(

 2   2    1

3   1     2  

1   4  5  

)( 321321 xxxxxx 




















.
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11 )(

 1    1    2

2   2     3  

0   1  3  

)( 321321 xxxxxx 




















.    12
)(

 1    3     2

1    2     3

2   4  3

)( 321321 xxxxxx 














 

.

13 )(

 2    1     3   

2   1      1   

11  2

)( 321321 xxxxxx 














 

.   14
)(

 2  2    1

3   1    1

11    2  

)( 321321 xxxxxx 



















.

15 )(

 5     2    0

2   2    2

4     2    1

)( 321321 xxxxxx 















 .     16

)(

 1   3  1

2     2     1

2     1  4

)( 321321 xxxxxx 




















.

17 )(

 1    4    2

0    3     1

3    0    3

)( 321321 xxxxxx 
















.          18
)(

 3   0    2

2   0    3

1    1     1

)( 321321 xxxxxx 
















.

19 )(

 3    2  1

8    1     7

3    1     4

)( 321321 xxxxxx 

















.         20

)(

 4    2     1

4    1  2

2    1  2

)( 321321 xxxxxx 


















.

21 )(

 3   0   1

3   3   2  

5   2   2  

)( 321321 xxxxxx 

















.       22 )(

 5   3    1

2   3    1

0   2   3

)( 321321 xxxxxx 
















.

23 )(

 4     1    2

3     0    1

 1   5   3

)( 321321 xxxxxx 














 

.      24
)(

 2    2     1

4    3      1  

2    2  4  

)( 321321 xxxxxx 




















.

25 )(

 1    1  2

2    1     5

2    2    2

)( 321321 xxxxxx 

















.      26

)(

 2   2   1

1    2     3

2    1  5

)( 321321 xxxxxx 




















.

27 )(

 2    2    1

4   2    1

1    2   2

)( 321321 xxxxxx 
















.         28
)(

 2    2     1

5    4    2

4    1    2

)( 321321 xxxxxx 
















.

29 )(

7    5     3

4    2     1

31  1

)( 321321 xxxxxx 














 

.         30
)(

 4   2    3   

1    1     1

1    1    3   

)( 321321 xxxxxx 















 .

31 )(

1  2     3

3     1  2

4  3     1

)( 321321 xxxxxx 




















.

Завдання 3 Векторна алгебра

Задача 1
Задані вектори  а = ( а1,а2,а3),   b =( b1,b2,b3),   c = ( с1,с2,с3).

Визначити:
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1) довжину вектора а ;
2) скалярний добуток векторів а  та b ;
3) косинус кута між векторами а  та b ;

4) векторний добуток векторів а  та b ; sin ;, 






 
ba


5) площу паралелограма та площу трикутника, побудованих
на векторах  а та b ;

6) мішаний добуток векторів а ,b , c ;
7)  об'єм  паралелепіпеда  та  об'єм  трикутної  піраміди,

побудованих на векторах а ,b , c ;
8) чи колінеарні вектори а  та b ?;
9) чи компланарні вектори  а ,b , c ?  [7, с. 18-20; 9, с. 8-10,

с.25, 28-29; 11, с. 15-22].

Варіанти завдань

1 а =(2,3,1),                        b =(-1,0,-1),                           c =(2,2,2).
2 а =(2,3,1),                        b =(2,3,4),                              c =(3,1,-1).
3 а =(1,5,2),                        b =(-1,1,-1),                           c =(1,1,1).
4 а =(1,-1,-3),                     b =(2,3,1),                              c =(2,3,4).
5 а =(3,3,1),                        b =(1,-2,1),                            c =(1,1,1).
6 а =(3,1,-1),                       b =(-2,-1,0),                          c =(5,2,-1).
7 а =(4,3,1),                        b =(1,-2,1),                            c =(2,2,2).
8 а =(4,3,1),                        b =(6,7,4),                             c =(2,0,-1).
9 а =(3,2,1),                        b =(1,-3,-7),                             c =(1,2,3).
10 а =(3,7,2),                        b =(-2,0,-1),                           c =(2,2,1).
11 а =(1,-2,6),                        b =(1,0,1),                            c =(2,-6,7).
12 а =(6,3,4),                         b =(-1,-2,-1),                        c =(2,1,1).
13 а =(7,3,4),                         b =(-1,-2,-1),                        c =(4,2,4).
14 а =(2,3,2),                         b =(4,7,5),                            c =(1,-1,1).
15 а =(5,3,4),                         b =(-1,0,-1),                         c =(4,2,4).
16 а =(3,10,5),                       b =(-2,-2,-3),                        c =(2,4,3).
17 а =(2,-4,-3),                      b =(4,3,1),                             c =(6,7,4).
18 а =(3,1,-1),                        b =(1,0,-1),                          c =(8,3,-2).
19 а =(1,2,3),                         b =(-2,3,0),                           c =(2,1,-6).
20 а =(3,-2,3),                        b =(-1,2,1),                           c =(4,2,0).
21 а =(-2,3,2),                        b =(4,6,4),                            c =(2,-1,3).
22 а =(4,0,3),                         b =(1,-2,4),                           c =(1,-1,2).
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23 а =(5,-3,2),                        b =(-4,1,5),                           c =(0,2,4).
24 а =(2,3,0),                         b =(2,-1,1),                           c =(-2,-2,1).
25 а =(1,1,-2),                        b =(-2,-5,3),                         c =(-1,0,2).
26 а =(-3,1,0),                        b =(1,6,5),                            c =(1,1,0).
27 а =(1,3,7),                         b =(-1,3,5),                           c =(-6,0,2).
28 а =(-4,-3,0),                       b =(3,2,-1),                           c =(-3,2,2).
29 а =(0,6,-3),                        b =(-1,6,0),                           c =(4,4,2).
30 а =(0,-5,4),                        b =(4,-1,-2),                          c =(5,0,4).
31 а =(-3,3,1),                        b =(1,0,-3),                           c =(2,1,6).

Задача 2 
Обчислити площу паралелограма, побудованого на векторах

qpа


2  та qpb

 3 , якщо .30,,1 0











qpqp


Маємо 

           
     ,502603

26332

qpqpqp

qqqppqppqpqpba







(оскільки  qppqqqpp
  ,0 ). Тоді 

5,230sin115,sin55 0 









qpqpqpbaS
  (кв. од.).

Відповідь: 2,5(кв. од.).

Варіанти завдань

Обчислити площу паралелограма, побудованого на векторах
a


 та b


.

1  а = p +2 q ,      b =3 p - q ;       | p |=1,      | q |=2,      .
6

,








 
qp


2  а =3 p + q ,      b = p -2 q ;        | p |=4,      | q |=1,      .
4

,








 
qp


3  а = p -3 q ,       b = p +2 q ;        | p |= 5

1
,      | q |=1,     .

2
,









 
qp

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4  а =3 p -2 q ,    b = p +5 q ;       | p |=4,       | q |= 2

1
,    .

6

5
,









 
qp


5  а = p -2 q ,       b =2 p + q ;        | p |=2,       | q |=3,      .
4

3
,









 
qp


6  а = p +3 q ,      b = p -2 q ;       | p |=2,      | q |=3,         .
3

,








 
qp


7  а =2 p - q ,      b = p +3 q ;        | p |=3,      | q |=2,          .
2

,








 
qp


8  а =4 p + q ,     b = p - q ;           | p |=7,      | q |=2,         .
4

,








 
qp


9  а = p -4 q ,       b =3 p + q ;        | p |=1,      | q |=2,        .
6

,








 
qp


10  а = p +4 q ,    b =2 p - q ;       | p |=7,      | q |=2,        .
3

,








 
qp


11  а =3 p +2 q ,    b = p - q ;        | p |=10,    | q |=1,        .
2

,








 
qp


12  а =4 p - q ,     b = p +2 q ;       | p |=5,      | q |=4,        .
4

,








 
qp


13  а =2 p +3 q ,    b = p -2 q ;      | p |=6,     | q |=7,        .
3

,








 
qp


14  а =3 p - q ,      b = p +2 q ;     | p |=3,    | q |=4,        .
3

,








 
qp


15  а =2 p +3 q ,    b = p -2 q ;       | p |=2,    | q |=3,        .
4

,








 
qp


16  а =2 p -3 q ,     b =3 p + q ;       | p |=4,    | q |=1,        .
6

,








 
qp


17  а =5 p + q ,     b = p -3 q ;       | p |=1,     | q |=2,        .
3

,








 
qp


18  а =7 p -2 q ,     b = p +3 q ;       | p |= 2

1
,    | q |=2,       .

2
,









 
qp


19  а =6 p - q ,      b = p + q ;         | p |=3,       | q |=4,      .
4

,








 
qp


20  а =10 p + q ,    b =3 p -2 q ;    | p |=4,      | q |=1,      .
6

,








 
qp


21  а =6 p - q ,     b = p +2 q ;     | p |=8,      | q |= 2

1
,     .

3
,









 
qp

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22  а =3 p +4 q ,    b = p - q ;       | p |= 2

5
,     | q |=2,      .

2
,









 
qp


23  а =7 p + q ,    b = p -3 q ;       | p |=3,      | q |=1,     .
4

3
,









 
qp


24  а = p +3 q ,    b =3 p - q ;        | p |=3,     | q |=5,     .
3

2
,









 
qp


25  а =3 p + q ,    b = p -3 q ;        | p |=7,     | q |=2,      .
4

,








 
qp


26 а =5 p - q ,     b = p + q ;           | p |=5,     | q |=3,    .
6

5
,









 
qp


27 а =3 p -4 q ,     b = p +3 q ;      | p |=2,     | q |=3,      .
4

,








 
qp


28 а =6 p - q ,     b =5 p + q ;        | p |= 2

1
,    | q |=4,    .

6

5
,









 
qp


29 а =2 p +3 q ,    b = p -2 q ;         | p |=2,      | q |=1,    .
3

,








 
qp


30  а =2 p -3 q ,    b =5 p + q ;        | p |=2,       | q |=3,     .
2

,








 
qp


31  а =3 p +2 q ,    b =2 p - q ;         | p |=4,      | q |=3,    .
4

3
,









 
qp


Завдання 4 Аналітична геометрія на площині

Задача 1
Задано прямі l1 та l 2 і точка М.
Знайти:
1) кутовий коефіцієнт прямої l1 і відрізок , який відсікає ця

пряма на осі ординат;
2) рівняння прямих l1 та l 2 у відрізках;
площу  трикутника,  відсіченого  прямою  1l  від  осей

координат;
3) точку N перетину прямих l1 та l 2 ;
4)  рівняння  прямої   l3,  що  проходить  через  точку  М

паралельно прямій l 2;
5)  рівняння  прямої  l4,  що  проходить  через  точку  М

перпендикулярно до прямої l 2;
6) відстань від точки М до прямої l 2.
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Зробити креслення.
[11, с. 23-32; 9, с. 10-12].

Варіанти завдань

1  ).2;7(,0204:,0835: 21  Myxlyxl

2  ).0;6(,03134:,0223: 21 Myxlyxl 

3  ).3;7(,01023:,095: 21 Myxlyxl 

4  ).4;6(,01152:,01325: 21 Myxlyxl 

5  ).4;5(,0573:,0104: 21  Myxlyxl

6  ).2;5(,0332:,01725: 21 Myxlyxl 

7  ).4;8(,0144:,01759: 21 Myxlyxl 

8  ).3;10(,0107:,01623: 21  Myxlyxl

9  ).4;5(,01173:,01532: 21  Myxlyxl

10  ).7;4(,02252:,087: 21  Myxlyxl

11  ).3;8(,0122:,0683: 21  Myxlyxl

12  ).2;6(,094:,01732: 21  Myxlyxl

13  ).10;3(,0245:,0103: 21 Myxlyxl 

14  ).4;5(,0163:,09611: 21  Myxlyxl

15  ).3;2(,043:,0532: 21 Myxlyxl 

16  ).4;1(,035:,0723: 21 Myxlyxl 

17  ).4;3(,01252:,0532: 21  Myxlyxl

18  ).3;2(,0134:,0534: 21  Myxlyxl

19  ).8;5(,0132:,073: 21  Myxlyxl

20  ).4;4(,043:,01452: 21  Myxlyxl

21  ).8;7(,0534:,01225: 21  Myxlyxl

22  ).7;4(,085:,0134: 21  Myxlyxl

23  ).9;1(,0872:,01323: 21  Myxlyxl

24  ).6;5(,0123:,0332: 21  Myxlyxl

25  ).5;4(,01625:,054: 21  Myxlyxl

26  ).8;6(,01223:,075: 21  Myxlyxl

27  ).2;5(,0174:,0532: 21  Myxlyxl

28  ).3;8(,01852:,0438: 21 Myxlyxl 

29  ).4;7(,0872:,01332: 21 Myxlyxl 

30  ).6;5(,02027:,075: 21  Myxlyxl

31  ).9;2(,01143:,032: 21 Myxlyxl 

Задача 2 
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Встановити тип кривої другого порядку L  та знайти :
 для кола – координати центра та радіус; 
 для еліпса – координати центра, півосі, ексцентриситет;
 для  гіперболи  –  координати  центра,  дійсну  та  уявну

півосі, координати фокусів, ексцентриситет, рівняння асимптот; 
 для параболи – параметр параболи, координати вершини,

координати фокуса, рівняння директриси.
Схематично зобразити криві.
[7, с. 14-18; 11, с. 32-34].

Варіанти завдань

1  .024649: 22  yxyxL

2  .014486169: 22  yxyxL

3  .029321212: 2  yxxL

4  .0284100322516: 22  yxyxL

5  .03673290169: 22  yxyxL

6  .81679: 2 xyyL 

7  .03212834: 22  yxyxL

8  .01991864916: 22  yxyxL

9  .14122: 2  yyxL

10  .026494: 22  yxyxL

11  .014468916: 22  yxyxL

12  .029321212: 2  yxyL

13  .0284321001625: 22  yxyxL

14  .03679032916: 22  yxyxL

15  .
4

1
: 2 yyxL 

16  .03281243: 22  yxyxL

17  .01996418169: 22  yxyxL

18  .141262: 2  xxyL

19  .0324: 22  xyxL

20  .0324: 22  yyxL

21  .684: 2  xxyL

22  .0442: 22  yxyxL

23  .029632: 22  yxyxL

24  .01244: 2  yxxL

25  .025,153: 22  yxyxL

26  .06362: 2  yxxL
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27  .08684: 22  yxyxL

28  .024649: 22  yxyxL

29  .0432: 2  yxyL

30  .0584: 22  yyxL

31  .084: 22  xyxL

Завдання 5 Аналітична геометрія у просторі

Задано координати вершин піраміди 4321 AAAA  Знайти :
1) рівняння прямої L, яка проходить через точки 1A  і 2A , та

довжину ребра 21AA ;
2) рівняння площини Р, яка проходить через точки 321 ,, AAA ;
3)  рівняння  висоти  Н,  опущеної  з  вершини  4A  на  грань

321 AAA  та її довжину;
4) об'єм V піраміди;
5) кут α між ребрами 21AA  та 41AA ;
6) кут β між ребром 41AA  та гранню 321 AAA .
[7, с. 18-21; 11, с. 37-41].
Зробити рисунок.

Варіанти завдань

1  ).3;6;4(,)1;0;1(,)1;2;2(,)6;3;1( 4321  AAAA

2  ).4;2;5(,)8;5;10(,)0;3;2(,)6;2;4( 4321  AAAA

3  ).1;2;4(,)1;3;3(,)2;1;7(,)4;2;7( 4321  AAAA

4  ).6;3;6(,)2;3;7(,)2;5;1(,)4;1;2( 4321  AAAA

5  ).7;6;10(,)3;6;3(,)3;0;6(,)2;5;1( 4321  AAAA

6  ).3;6;1(,)9;5;1(,)5;3;2(,)1;1;0( 4321  AAAA

7  ).1;1;1(,)4;2;1(,)0;5;2(,)0;2;5( 4321 AAAA

8  ).7;9;10(,)6;0;5(,)1;2;1(,)2;1;2( 4321  AAAA

9  ).6;4;1(,)4;8;4(,)1;7;1(,)4;0;2( 4321  AAAA

10  ).1;2;2(,)3;6;2(,)2;3;5(,)5;4;14( 4321  AAAA

11  ).9;4;8(,)6;2;5(,)3;0;3(,)0;2;1( 4321  AAAA

12  ).5;2;4(,)1;2;3(,)1;2;1(,)2;1;2( 4321  AAAA

13  ).2;0;1(,)4;2;2(,)3;1;1(,)2;1;1( 4321  AAAA

14  ).3;5;7(,)7;3;6(,)2;1;4(,)1;3;2( 4321  AAAA

15  ).8;9;5(,)1;2;3(,)1;3;2(,)1;1;1( 4321  AAAA

16  ).12;8;4(,)3;7;2(,)3;6;3(,)7;5;1( 4321  AAAA
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17  ).4;5;2(,)0;2;5(,)4;5;1(,)7;4;3( 4321 AAAA 

18  ).5;4;3(,)2;1;2(,)0;1;4(,)3;2;1( 4321 AAAA 

19  ).6;2;3(,)1;5;0(,)0;1;2(,)3;1;4( 4321  AAAA

20  ).4;2;2(,)1;1;2(,)3;0;2(,)1;1;1( 4321  AAAA

21  ).1;0;3(,)1;1;0(,)2;1;1(,)0;3;1( 4321  AAAA

22  ).0;1;2(,)1;2;2(,)1;2;1(,)2;0;1( 4321 AAAA 

23  ).4;5;0(,)6;1;2(,)1;0;1(,)3;2;1( 4321  AAAA

24  ).2;1;1(,)3;0;6(,)5;3;2(,)1;10;3( 4321  AAAA

25  ).1;3;7(,)1;0;3(,)4;2;1(,)4;2;1( 4321  AAAA

26  ).4;1;3(,)5;1;2(,)2;1;4(,)1;3;0( 4321  AAAA

27  ).5;3;4(,)1;0;3(,)2;1;4(,)0;3;1( 4321  AAAA

28  ).3;7;4(,)4;1;3(,)2;3;0(,)1;1;2( 4321  AAAA

29  ).8;2;5(,)1;3;0(,)4;1;2(,)6;5;3( 4321  AAAA

30  ).7;8;10(,)3;3;1(,)0;6;5(,)3;4;2( 4321  AAAA

31  ).8;3;6(,)4;1;1(,)2;1;2(,)2;1;1( 4321  AAAA  

Контрольна робота 2

Завдання 1 Границі функції

Обчислити границі заданих функцій.
[8, с. 5-11; 10, с. 21-23].

Варіанти завдань
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Завдання  2  Диференціальне  числення  функцій  однієї
змінної

Задача 1
Продиференціювати задані функції.
У пунктах “а” – “д” знайти похідну 'y ;
у  пункті  “е”  знайти  першу  і  другу  похідні  ''' yіy ,

диференціал функції dy ;

у пункті “ж” знайти 2

2

'','
dx

yd
y

dx

dy
y  .

(див.  8 , с.12-19,  10 , с.23-26.)
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б)  1arcsin 253  xarctgxy ;          е) xtgy 3 ;

в)  5342 sinln xxy  ;                        ж) 






ty

tx
2sin

2cos
;

г)    xxtgy 312  .

14  а)  3
5

25

4

2

2








xx

x
y ;                         д) 3ln

2


x

y
yx ;

б) xxy 5arccossin 332  ;                      е) xey  ;

в) 353 2 ln5ln tgxxy  ;                   ж) 






ty

ttx

ln

5 4

;

г)    2sin2 4
x

xtgy  .

15  а)  5 32
45

43
4

1

10

1
xx

xx
y  ;           д)   0coscos  yxyy ;

б) 53 arcsin2 xxtgy  ;                            е) 2xxey  ;

в)  2coslnln
2

1 3425  xxtgy ;              ж) 







ty

tx
3

3

sin

cos
;

г) 
x

x

x
y 










5

.

16  а) 
3 2

2
45

4

1
xx

xx
y 


 ;             д) 5 yxyx ;

б) xx
x

arctgy 3sin5
1 2

3
2 






  ;             е) 31

1

x
y


 ;

в)  92sinln 357  xy ;                         ж) 
 
 







tay

ttax

cos1

sin
;

г)   xxy sin5cos .

17  а)  
 3 2

42
75

1

5



 x

xx
y ;                д) 12 32  yxyx ;

б)   xxy 2arcsin4cossin 353  ;              е) x
y




7

1
;

в)  
xarctge

x
y 




1ln

1
25 ;                     ж)  







2t1lny

 tarctgx
;

г)  
2arcsin3cos xxy  .
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18 а)  4
2

74

5

4

7







xx

x
y ;                        д) 013 32  yxyx ;

б)  
xtg

x

x
y 2

arccos

5arcsin 6
3

2




 ;                   е) xxy arcsin1 2 ;

в) у=
4

2

2
3

1

12
ln

3

1










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xx
;                             ж) 







3

ln

ty

tx
;

г)    x
xy

52 3sin  .

19  а)  
 5 72

2
43

2

3
xx

xx
y 


 ;             д) 01033  xyy ;

б)   2
52arcsin

7235 xxxy  ;               е) xy 7log ;

в)   ctgxexxy  52ln2 ;                    ж) 






 tsiny

 tcos 2x
;

г)    3sin2 7
x

xtgy  .

20  а)  32

16

45

71
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






  ;                  д)  yxy  cos ;

б) xarctg
x

x
y tgx 32

sinln

cos 5 ;                е)  21ln xxy  ;

в)    1ln2ln 22262
  xtgxxey x ;     ж) 







ty

tx

1

ln
;

г)   x
xy

5ln2cos .

21  а)  52

26

74

8
4xy




x
x ;                  д) 0cos7  yyx ;

б) xarctgxey x 7sin7cos 5
 ;                 е) arctgxey  ;

в) 45
4

5 ln
cos

1
1ln tgx

x
y 






  ;              ж) 











t

t
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3
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;

г)   1347



x
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22  а)  323 2 142

5

1 





xxx

x
y ;                 д) yxyx  555 ;

б) xarctg
x

x
y x 42

2cos

sin2 3
2

  ;               е) у=
12 x

x
;

в) xtg

x
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y

4
2

cosln

sinln
7

4

 ;                           ж) 





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ex t

;

г)    x
xy

cos32 2sin  .

23  а)  62 72
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



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x
y ;                 д) 3ln2  xyxy ;

б) 5cos 7
2cos

cos3
xarctge

x

x
y x   ;          е) 22 xxy  ;

в)  28 63ln xxxy  ;                  ж) 







2

arccos

tty

tx
;

25



г)   xxarctgy 15 .

24  а)  32

3 65

52

6
8
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x
xxy ;                д) xyee yx 732  ;

б) xarctgxey x 2sin 33cos2
 ;             е) xx eey sincos  ;

в) 


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
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x
y
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1ln5 ;                             ж) 




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
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cos2
;

г)   xarctgxy 5cos .
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7x
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433 2
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

xx
y ;                 д) 0cos7  yyx ;

б) 3cos 52sin xarctgxy x  ;            е) xey arcsin ;
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2
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3
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t

t

ey
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г)   xy 13x cos .

26  а)  253
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
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x
y ;                         д) 0 arctgxeyx y ;

б) xarctgxy 64cos 53  ;                        е) xey arccos ;
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ln
1ln
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
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27  а)  34
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
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x
y ;                д)     0sincos  xyxyx ;

б) x
x

xtgy 7arccos
1

1 53 2 





  ;        е)  82 1 xxy ;

в) 23sin ln2 tgxy x  ;                          ж) 
 
 







2cos1
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tty
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;
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28  а)  3281

7

x
xxy


 ;                        д)    yxyx  cossin ;

б) tgx

x

x
y 3

1

2
arcsin

2
5 


 ;                      е) xy 7log ;

в)  9log 23
5  xxy ;                         ж) 








1

1
23 tty
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 ;

г)   x
xy

5cos2 4 .

29  а)  223
5

47

3

1x

1







xx
y ;              д) yxarctgy  ;

б) xtge
x

x
y

2

2

2
arccos3 


 ;                      е)  95ln  xy ;
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в) 4
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91
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x

x
y


 ;                               ж) 







ty

ttx

cos

sin
;

г)    23 xtgxy .

30  а)  32

4

736

8
1




xx
xxy ;              д) xyexy 23 ;

б) xy x 3arcsin3 2cos  ;                          е) 
4

3





x

x
y ;

в)   xexy 2sin25 cos1ln  ;               ж) 







ty

tx
5

5

sin

cos
;

г)   xtgxy sin

1
 .

31  а)  7
32

58

3
1




x
xxy ;                    д)  xyxy cos5 3  ;

б) xarctgy x 34 2sin   ;                            е)  110ln  xy ;

в)   x
x

x
y 4cosln

3sin
23

25



 ;              ж) 








ty

ttx

cos

sin
;

г)   xxy 13sin .

Задача 2
Знайти границі, використовуючи правило Лопіталя:

а) ;
ln1

lim
2

1 ee

xx
xx 




б) ;
ln

lim
0 ctgx

x
x

в) ;lim 3 x

x
ex 



г) ;
1

sin

1
lim

220






 

 xxx

д)   .2coslim 2

3

0
x

x
x



Розкриття невизначеностей типу 







0

0
та 








  за допомогою

правила Лопіталя..
Теорема( правило Лопіталя). Якщо функції )(xf  та )(xg :
1) неперервні,  диференційовані та    0' xg в деякому околі

точки ax  ;
2) прямують до нуля (або  ) при ax ;
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3) існує границя  )('

)('
lim

xg

xf
ax  (скінчена або нескінченна, рівна

  або  ),

то існує і )(

)(
lim

xg

xf
ax ,причому .

)('

)('
lim

)(

)(
lim

xg

xf

xg

xf
axax 



Правило  Лопіталя  справедливе  і  при  .a  Правило
Лопіталя  може  застосовуватись  повторно.  На  кожному  етапі
застосування  слід  користуватись  спрощуючими  тотожними
перетвореннями, а також комбінувати це правило з будь-якими
іншими способами обчислення границь. 

Розкриття невизначеностей типу  0  та   .
У цих випадках слід алгебраїчно перетворити дану функцію

так, щоб привести її до визначеностей типу  







0

0
 або  








 , а далі

використовувати правило Лопіталя:
а)  нехай   )(,0)( xgxf  при  .ax  Перетворимо  )()( xgxf 

таким чином:
g

f
gf

1


 або  
.

1

f

g
gf 

Тоді маємо невизначеність типу









0

0
або 








  при ax ;

б)  нехай   )(,)( xgxf  при  .ax  Перетворимо  вираз

)()( xgxf   таким чином:  .
11

11

1
1

1
1

gf

gf

gf

gf



  Маємо невизначеність

типу 







0

0
 при .ax

Розкриття невизначеностей типу      .0,,1 00

У всіх трьох випадках розглядаємо границі виразу    )()( xgxf

при ax , причому:
якщо ,,1  gf  маємо невизначеність типу   ;1

якщо ,0,  gf  маємо невизначеність типу   ;0

якщо ,0,0  gf  маємо невизначеність типу  .00

Перетворимо  вираз    )()( xgxf  таким  чином:

.limlim
lnlim

ln
fg

fg

ax

g

ax

axeef 


У всіх  трьох  випадках  вираз  fg ln  при  ax

представляє невизначеність  типу   .0   До такого ж результату
приходимо,  якщо  попередньо  прологарифмуємо  ліву  та  праву
частини рівності: fgg eyfgyfy lnlnln;   або .ln ffg ef 

Отже,  розв’яжемо  приклади.  Знайти  границі,
використовуючи правило Лопіталя:
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д)     .lim12coslim 3
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eeeex x 
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Знайдемо границю 20
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x

x
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  за правилом Лопіталя:
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Отже,   .
3

2coslim 6)2(3
20




 ee

x
x

x

Варіанти завдань

1  а) 
x sin-x

x-x tg
lim

0x
;                                  б) .lim sin

0

x

x
x



2  а) 3

xe
lim

xx 
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x
x ln4

3
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lim 
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.

3  а) 
x

xx
x 30 sin
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


;                             б) x

x
x 


1

1

1
lim .
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4  а) 
ax
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ax 




sinsin
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1 4
lim

x
tg

x

x
tg












.

5  а)  x
xex

x 


 1ln
1sin

lim
0

;                            б)   x

x
ctgx ln1

00
lim
 .

6  а) xx

xx

x ee

ee




 


lim ;                               б) 
tgx

x x










1
lim

0
.

7  а) 
x

x
x sinln

3sinln
lim

00
;                               б)   x

x
ctgx sin

0
lim
 .

8  а) xtg
xtg

x 2ln
7ln

lim
00 ;                                б) 

x

x
x1lim

 .

9  а) 30

sin
lim

x

xx
x




;                                 б)   






x

x
tgx 2

2

lim .

10  а) 30
lim

x

arctgxx
x




;                             б)  1ln

1

0
lim 



xe

x
x .

11  а) 
x

x
ex 



2lim ;                                  б)   tgx

x
xsinlim

0 .

12  а) 
x

ee xx

x sin
lim

0





 ;                                б)   tgx

x
xarcsinlim

0 .

13  а) 
x

xx

x

73
lim

0




;                                 б)   xx

x
xe

1

0
lim 


.

14  а) 
 

arctgx

x
x




1ln
lim

0
;                                б)  

x

x
x





2
coslim

2




.

15  а)  x
e x

x 
 

 1ln
e

lim
x

0
;                                б) 

21

0

sin
lim

x

x x

x









.

16  а) 3

ln
lim

x

x
x 

;                                    б)  
23

0
2coslim x

x
x


.

17  а) 
x

xe x

x 5sin

13
lim

2

3

0




;                            б)  
24

0
5coslim x

x
x


.

18  а) 
x

x
x sinln21

ln
lim

00 
;                        б)   x

x
x 1lnlim

 .

19  а) 
x

e x

x 7sin

1
lim

2

0




;                                  б)   2
1

2lim
x

tg

x
x





.

20  а) 
bx

ax
x cos1

cos1
lim

0 



;                              б) 1

7

1
lim 


x

x
x .

21  а) 
x sin ln

x ln
lim

0x
;                                б) 1x

9

1x

2
xlim 


.

22  а) 
1

2
lim

3 


 xx e

arctgx
;                          б) 2

1

0
lim x

x x

tgx









.

23  а) 
2

)1sin(lim
1

x
tgx

x





;                        б)   xtg

x
tgx 2

4

lim
 .

24  а) xx
x

lnlim 2

0 ;                                  б) 
x

x x









7
coslim .
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25  а) 
 
 axax ee

ax




 ln

ln
lim

0
;                          б) x

x
x ln21

6

0
lim 


.

26  а) ctgx
x

x

ln
lim

0 ;                                    б)   xxctg ln

1

0
2lim


.

27  а) xtg

tgx

x 3
lim

2


;                                   б) x

x x

x cos1

1

0

sin
lim










 .

28  а) 3

ln
lim

x

x
x 

;                                    б)   xx

x
xe

12

0
lim 


.

29  а) 
x

x
x sin

1
lim

1




;                                    б)   x

x
x cos

2

2lim 



 .

30  а) 30

sincos
lim

x

xxx
x




;                         б)   xx

x
x

1
2lim 


.

31  а) xtgx

ee xtgx

x 


0
lim ;                                б) 

x

x x

x












 5

1
lim

2

2

.

Задача 3
Дослідити функції методами диференціального числення та

побудувати ескізи їх графіків [8, с. 21-28, 10, с. 27-29].

Варіанти завдань

1  а) у= x

22 x ;                                      б) у= xe 1 .

2  а) у=
42 x

x
;                                       б) у=  1ln  xx .

3  а) у=
9

6 42 xx  ;                                    б) у=  1ln 2 x .

4  а) у=
1

222




x

xx ;                                 б) у=   xex 21 .

5  а) у=
3

1
2 x

;                                       б) у=   131-x xe .

6  а) у= 3

4 13

x

x  ;                                       б) у=
x

xln
.

7  а) у=
x

x 34 
;                                        б) у= 22x xe .

8  а) у=
4

8
2 x

;                                        б) у= xxe .

9  а) у=  4

16
2 xx

;                                    б) у=
x

x
x

ln
 .
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10  а) у= 2x5

x

 ;                                      б) у= xex 2 .

11  а) у= 2
2 1

x
x
 ;                                    б) у= xex 3 .

12  а) у= 2

3

3 x

x


;                                      б) у=

1

1

xe
.

13  а) у= 21

2

x

x

 ;                                      б) у= 22 2xex  .

14  а) у= 24
1

x
x
 ;                                    б) у= xex  .

15  а) у= 2

4




x
x ;                                   б) у=

x

e x

.

16  а) у=
13

4

x

x ;                                      б) у= 22 xxe  .

17  а) у= 4

14

xx
 ;                                     б) у=

x

x

ln2

2

.

18  а) у= 3

13

xx
 ;                                     б) у= xx ln

2

1 2  .

19  а) у=2+
4x

12
2  ;                                 б) у= xx ln .

20  а) у=  32 1x ;                                  б) у= xx ln2 .

21  а) у= 24

5

x

x

 ;                                      б) у=
x

x

ln

2

.

22  а) у=   21-x

x
;                                     б) у= xe 2

1
.

23  а) у=   21x

x2




;                                    б) у= xe1 .

24  а) у= 3

2

x

x 
;                                       б) у= 32 24  xx .

25  а) у= 2

31

x

x ;                                        б) у=2 53x 23  x .

26  а) у= 2x

x4 
;                                        б) у= xxx 1292 23  .

27  а) у=
1

2
2

3

x

x ;                                      б) у= 4

7
2

4

1 34  xx .

28  а) у=
1

2

x

x ;                                        б) у= 1
2

1

3

2 23  xx .

29  а) у= 13 


x

x
x ;                                б) у= 4221 xx  .

30  а) у= 2

4




x
x ;                                   б) у= 4332 xx  .

31  а) у=  4

16
2 xx ;                                  б) у= 132 23  xx .
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Завдання 3 Теорія функцій кількох змінних

Задача 1
Знайти частинні похідні та повний диференціал dZ  функції

);( yxfX   [10, с. 15, 30; 12, с. 4-5].

1  .??;?;;)ln(
2

22 









yx
Z

y
Z

x
Z

yxyZ

2  .??;?;;arcsin
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
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
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yx
Z

y
Z

x
Z

yx
x

Z

3  .??;?;;
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
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
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20      .??;;3sin 2

2

2

2
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


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
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


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28  .??;;
2

2

2

2
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
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29    .??;?;;arcsin
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
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


yx
Z
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Z
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Z

xy
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30  .??;; 2

2

2

2










y

Z

x

Z

x

y
Z

31  .??;; 2

2

2

2










y

Z

x

Z
eZ xy

Задача 2
Дослідити на екстремум задані функції  [10, с.16-17, 31-32;

12, с. 7-8].

1  .22151 22 yxyxxZ 

2  .2
2

3 22 yxyyxZ 

3  .1568 33  xyyxZ

4  .61 22 xyyxxZ 

5  .201839623  yxxyyxZ

6  .5622 33  xyyxZ

7  .10933 33  xyyxZ

8  .122  yxxyyxZ

9  .44 22 yxyxZ 

10  .3366 22 yxyxZ 

11  .9622 yxxyyxZ 

12    .1022 22  yxZ
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13    .15 22  yxZ

14  .333 xyyxZ 

15  .422 22 yxxyZ 

16  .362  xyxyxZ

17  .2352 22  yxxyZ

18   .12 yxxyZ 

19  .922  yxxyZ

20  .10232 22  yxxyZ

21  .168 33  xyyxZ

22  .62 yxyxyZ 

23  .206922  yxxyyxZ

24   .6 yxxyZ 

25  .22 yxxyyxZ 

26  .222 yxxyyxZ 

27    .21 22 yxZ 

28  .23 22 yxxyZ 

29    .22 22 xyZ 

30    .2 22 yxyxZ 

31  .142 2 yxyxyZ 

Задача 3
Знайти найбільше і найменше значення функції  );( yxZZ   в

замкненій області .D  Зробити рисунок [12, с. 8-12]. 

1  .0,4,:,3  xyxyDxyyxZ

2  .3,0,:,2  xyxyDyxxyZ

3  .1,0,2,0:,4822  xxyyDxyxyxZ

4  .1,0,1,0:,35 22  xxyyDyxyxZ

5  .3,01,0:,42 22  xyxyDxyxyxZ

6  .0,1,0:,822 22  xyxyDyyxxZ

7  .1,0,6,0:,2 223  xxyyDyxyxZ

8  .1,0,1,0:,63 22  xxyyDyxyxyxZ

9  .0,3,0:,1642 22  xyxyDxxyyxZ

10  .4,0:,102 22  xyyDxyxZ

11  .3,0,4,0:,2  xxyyDyxxyZ

12  .2,8:,5,0 32 xyyDxyxZ 

13  .0,1,0:,22323 22  xyxyDyyxxZ

14  .
4

9
9,0:,132 222 xyyDyxZ 
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15  .3,1,0:,142 22  xyxyDxyxyxZ

16  .5,1,0:,133 22  xyxyDyxyxZ

17  .0,2,2:,45,022 22  xyxyDxyxyxZ

18  .3,0,2,0:,25,22 22  xxyyDxyxyxZ

19  .4,0,4,0:,23  xxyyDyxxyZ

20  .44,0:,2 22  xyyDxyxZ

21    .0,6,0:,42  xxyyDyxyxZ

22  .2,0,2,1:,333  xxyyDxyyxZ

23    .0,42,42:,4 22  xyxyxDyxyxZ

24  .3,1,0:,42 22  xxyyDxyxyxZ

25  .1,0,2,0:,44969 22  xxyyDyxyxyxZ

26  .2,2,0:,222 22  xxyyDyxyxyxZ

27  .1,0:,24 222 xyyDyxZ 

28  .1,1,1,1:,435 22  xxyyDyxyxZ

29  .0,02,0:,42 22  xyxyDxyxyxZ

30  .0,6,0:,2 2232  xyxyDyxyxyxZ

31  .4,0:,210 22 xyyDxxyZ 

Задача 4
Знайти градієнт даної  функції  );( yxZZ   в  точці  );( 00 yxA  і

похідну по напряму вектора a в цій же точці [12, с. 12; 10,          с.
31].

1  ).4;3(,)1;1(,14 22  aAyxZ

2    ).1;2(,)1;1(,2  aAxyarctgZ

3  ).4;3(,)1;1(,
2

 aA
y

x
arctgZ

4  ).3;2(,)1;1(,3 23 aAyxyxZ 

5    ).5;12(,)2;3(,22  aAyxarctgZ

6  ).4;3(,)1;2(,23 2 aAyxyZ 

7    ).3;4(,)2;3(,2  aAyxarctgZ

8    .(2;3)a,A(1;1),5y3xlnZ 22 

9  ).3;4(,)2;1(,23 324  aAyxxZ

10  ).2;1(,)1;1(,
2

2









 aA

y

x
arctgZ

11  ).4;3(,)1;2(,3 43  aAyyxZ

12  ).12;5(,)1;2(,
2









 aA

x

y
arctgZ

13  ).12;5(,)1;2(,4 22 aAyxZ 

14  ).4;3(,)1;2(,3 43  aAyyxZ
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15  ).1;2(,)1;1(,53 232 aAxyyxZ 

16    ).1;2(,)1;
4

(,sin 32 aAxyZ




17    ).4;3(,)3;4(,2
3

22  aAyxZ

18    ).4;3(,)4;6(,4ln 22  aAyxZ

19  ).1;2(,)1;1(, aA
y

x
arctgZ 










20  ).2;1(,)1;2(,65 2 aAxyxZ 

21    ).1;2(,)1;3(,34ln 22  aAyxZ

22  ).12;5(,)1;2(,arccos
2

 aA
x

y
Z

23    ).3;4(,)3;2(,2  aAxyarctgZ

24  ).4;3(,)1;2(,arcsin
2









 aA

x

y
Z

25  ).4;3(,)1;1(,
2

 aA
y

x
arctgZ

26  ).4;3(,)2;1(,arcsin
2









 aA

y

x
Z

27  ).5;3(,)1;1(,23 aAyxyxZ 

28  ).4;1(,)2;1(,12 223 aAxyyxxZ 

29  ).8;6(,)1;1(,42 aAyxyxZ 

30    ).2;1(,)0;0(,ln aAeeZ yx 

31  ).4;2(,)2;1(,322 324  aAxyyxxZ
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