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ВСТУП 
 

Методичні вказівки є продовженням [11]. Вони містять 
допоміжні теоретичні відомості, завдання та приклади розв’язків 
завдань з таких тем: степеневі ряди, інтегрування функцій 
комплексної змінної, ряди Лорана, лишки, обчислення інтегралів 
за допомогою лишків. Матеріал методичних вказівок спирається 
на конспект лекцій [9]. Для більш глибокого опрацювання цих 
розділів можна використати наведену літературу. 

Номери варіантів індивідуальних завдань або розрахункових 
робіт видаються викладачем. Залік контрольних (розрахункових) 
робіт згідно з навчальною програмою є необхідною умовою 
допуску студента до заліку або екзамену з курсу вищої 
математики. Робота, що містить виконаний чужий варіант 
завдань, не заліковується. 

1 СТЕПЕНЕВІ РЯДИ 

Завдання 1. Знайти і зобразити на комплексній площині круг 
збіжності степеневого ряду ([9], розділ 2.1; [1], гл. 9; [8], гл.12): 
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Радіус збіжності степеневого ряду можна знаходити за 

формулами 
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коли границі в першій або другій формулах існують. Приклади 
застосування цих формул наведені у ([9], підрозділ 2.1). 

Розв’яжемо приклад, в якому ці формули застосувати не 
можна. 

Розв’язання завдання 31 
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Центр круга збіжності 0 2 3z i   . Знайдемо радіус цього 
круга. Застосуємо радикальну ознаку Коші для числових рядів. 
Запишемо n й член ряду (2) 
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Тобто за радикальною ознакою 
Коші ряд (2) збігається при 

2 3 2z i    (тому що тоді 
0 1l   ) і розбігається при 
2 3 2z i    (тому, що тоді 

1l    ). Таким чином, 2R  . 
Зобразимо круг збіжності 
степеневого ряду (2) (рисунок 1).

 

  

 

 

 
Рисунок 1

 
 

                                                        


 З 2k n n   витікає, що ~n k , отже nnkck  2,0 , nnkc
kkk  2,

25

1~ , і тому 

жодну з формул (1) застосувати не можна. 


 Зауважимо, що при 2 3 2z i    2 1
5

l   . Отже ряд збігається при 2 3 2z i   . 

-1 

-2 

-3 

1 2 

2-3i 

2 
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Завдання № 2. Для даної функції вказати, як знаходити її 
розклад у степеневий ряд за степенями z-z0, та знайти радіус 
збіжності цього степеневого ряду ([9], підрозділ 2.2;  [8], гл.12) 
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Розв’яжемо завдання 31 (інші приклади див. у [9]) 
 

0ln( ), 2,1 3,9  cth z z i   . 
 

Згідно з теоремою Тейлора ([9], підрозділ 2.2) розклад 
функції ln cth z  у ряд за степенями ( 2,1 3,9 )z i   має вигляд 

 
0 1ln ( 2,1 3,9 ) ( 2,1 3,9 )ncth z c c z i c z i         ,               (3) 
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Згідно з правилом знаходження радіуса збіжності ряду 

Тейлора функції, яка аналітична в точці ([9], підрозділ 2.2), радіус 
збіжності ряду (3) дорівнює відстані від 0 2,1 3,9z i   до 
найближчої особливої точки функції ( ) lnf z cth z . Особливі 
точки цієї функції – це множина точок, де 0cth z   (це точки 

( ),
2

z i n n Z    ) або cth z    (це точки ,z i n n Z  ).  
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Таким чином, множина особливих точок: ,
2
nz i n Z

  . З 

рисунка 2 видно, що  дві найближчі до точки 0 2,1 3,9z i   є 

точки iz   та 
2

3iz  . 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рисунок 2 
 
Знайдемо відстані 

2 2
2 0 2,1 3,9 ( 2,1) ( 3,9) 4,41 0,58 2,23z z i i            , 

2 2
3 0

3 32,1 3,9 ( 2,1) ( 3,9) 4,41 0,66 2,25
2 2

iz z i 
           . 

Таким чином, радіус збіжності ряду (3) 23,2R . 
 
 
 

2 ФОРМУЛА НЬЮТОНА-ЛЕЙБНІЦА 

Інтеграл від аналітичної функції обчислюється за формулою 
Ньютона-Лейбніца. Точніше, справедлива 

теорема. Нехай  аналітична в області . Нехай шлях L, 
який з’єднує точки 1z  та 2z , лежить в цій області  (рисунок 3). 

 
 

                                                        
 В цих методичних вказівках областю називаємо відкриту однозв'язну множину. 
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Тоді 
 

)()(,)()()( 12 zfzFzFzFdzzf
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 . 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рисунок 3 
 
Завдання 3. Обчислити інтеграл 
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5)  
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dzz30  від 0 до 1-i ; 
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10)  
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11)  
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dziz )162cos(  від 1+8i  до i ; 
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2z  

                D 
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12)  
L

dzzsh )183(  від 6+i  до i ; 
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14)  
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18) 
L

dzz15  від 0 до 1+i ; 

19) 
L

zdzz cos22  від 0 до 22i ; 

20)  

L

iz dz3221  від 2+i  до 1,5i ; 
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28)  
L

dziz 14)42(  від -2i  до 0; 

29) 
L

zchzdz10  від 0 до 10i ; 

30) 210 z i

L

dz  від 1+i  до 2+3i . 
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3 РЯДИ ЛОРАНА. ОБЧИСЛЕННЯ КОНТУРНИХ 
ІНТЕГРАЛІВ ЗА ДОПОМОГОЮ ЛИШКІВ 

Нехай  ізольована особлива точка функції  [9], тоді в 
околі цієї точки функція розкладається в ряд Лорана [9] 

 
, 

 
ряди  
 

1 2
2

0 0( )
c c

z z z z
  
 

 

 
Та 
 

2
0 1 0 2 0( ) ( )c c z z c z z      

 
називаються відповідно його головною та правильною 
частинами.  

Коефіцієнт  ряду Лорана називається лишком функції в 
точці  і позначається  

 

 
 

В разі, коли  є полюсом, для знаходження лишка не 
потрібно розкладати функцію у ряд Лорана, а саме справедливо 
правило:   

1) нехай  
 

 

де функції , аналітичні в точці , , 
, тоді 
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2) нехай  

 
 

тоді 
 

 
 

Якщо  є суттєво особливою точкою, аналогічних формул 
не існує і для обчислення лишка потрібно знаходити головну 
частину ряда Лорана (див. нижче розв’язання прикладу 31 
завдання 5). 

 
3.1 Теорема Коші про лишки  
Нехай  аналітична в середині замкненого контуру  і на 

ньому за винятком скінченної кількості точок , nz  в 
середині , як на рисунку 4. 

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рисунок 4 
 
 

1z  

2z  

                
L 

3z  

nz  
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Тоді  
 

)(Res2)(
1

zfidzzf
n

k zzL k

 

  ,    (8) 

 
контур обходимо, як показано на рисунку 4. 
 

Завдання 4  
1 Знайти всі розкладання у ряд Лорана функції f(z) за 

степенями z ([1], гл.6; [8], гл.12); 
2 Обчислити за допомогою лишків 

L
dzzf )(  (таблиця 1). 

Таблиця 1 

 f(z) Рівняння L 

1  3 2

4
5 6
z

z z z


 
 

1 1Re
0,5 3z




 

2  3 2

3 1
5 6
z

z z z


 
 2 3 3 5 0z z z     

3  3

4 1
2 4,5

z
z z




 1
3 2

z
z i




 

4  3 2

2 5
4 17 4

z
z z z


 

 1 1Re
2 4z



 

5  3 2

2
4 17 4

z
z z z


 

 
3 1

8
z

z i



 

6  3 2

3
2 3 2

z
z z z


 

 2 2 2 1 0z z z     

7  3 2

2 7
6 5

z
z z z


 

 
1Re 1
0,6z




 

8  3 2

3 2
6 5

z
z z z


 

 ( 2)( 2) 3,24z z    

9  3 2

2
8 6

z
z z z


 

 8Re 1
8 3z




 

10  3 2

1
3 7 2

z
z z z


 

 1Re 0
1

z
z




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Продовження таблиці 1 

 f(z) Рівняння L 

11  2 3

2 3
7 3 2

z
z z z


 

 1 1Re
2 2 4z i


 

 

12  3 2

2 5
6 8
z

z z z


 
 (1 3 ) 1 3Re 0

1
z i i

z
  




 

13  3 2

3 1
12

z
z z z


 

 4Re 1
4z i


 

 

14  3 2

5 4
12

z
z z z


 

 5Re 0
1

z i
z i
 


 

 

15  2 3

4
15 8

z
z z z


 

 2 1Re
4 2z i


 

 

16  3

1
4

z
z z




 2Re 0
2

z i
z i
 


 

 

17  3 2

2 1
3 10 3

z
z z z


 

 1 1Re
1 2z



 

18  3 2

3 2
3 10 3

z
z z z


 

 2Re 0
2

z
z





 

19  3 2

3 1
2 3 2

z
z z z


 

 ( 1)( 1) 4z z    

20  3 2

5 2
5 26 5

z
z z z


 

 5Re 0
5

z i
z i
 


 

 

21  3 2

4 1
5 26 5

z
z z z


 

 
3 3 2z i
z

 
  

22  2 3

4
6 8

z
z z z


 

 
0,3Re 0
0,3

z
z





 

23  3 2

1
12 7

z
z z z


 

 29 3 3 3 0z z z     

24  3 2

2 5
3 13 4

z
z z z


 

 ( 1 )( 1 ) 4z i z i      

25  3 2

5 1
2 7 3

z
z z z


 

 
4 4 3z i
z

 
  

26  3 2

7 1
6 8
z

z z z


 
 ( 3 )( 3 ) 9z i z i      
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Продовження таблиці 1 

 f(z) Рівняння L 

27  2 3

2 5
5 2 3

z
z z z


 

 
4 3z i

z


  

28  3 2

3 7
9 20
z

z z z


 
 ( 4 )( 4 ) 4z i z i      

29  3 2

3 7
20

z
z z z


 

 
1

6 3 2
z

z i


 
 

30  3 2

3 5
9 18
z

z z z


 
 2| | 5 5 34 0z z z     

31  
3 2

7 1
9 20
z

z z z


 
 ( - 3 )( - 3 - ) 9z i z i   

 
Розв’яжемо приклад 31.  
1 Всі розкладання у ряд Лорана функції f(z) за степенями z 

здійснюються аналогічно прикладу 2.23 у [9]. 
2 Обчислимо за допомогою лишків 

L
dzzf )( .  

Рівняння L можна записати так: 9)3( 2  iz , тобто це коло 
з центром в точці i3  та радіусом 3R  (рисунок 5). 

 

 
Рисунок 5 

 

i3  

Z 

0       1     2    3    4     5 

3R  
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За теоремою 2.3 [9] функція  
 


 )(

)(
209

17)( 23 zg
zh

zzz
zzf




  

 
має полюси першого порядку в точках 0z , 4z , 5z .  

В середині L )(zf  знаходяться полюси 4z , 5z . 
Обчислимо лишки в цих полюсах за формулою (5).*  

 

4
29

20183
17

)4(
)4()(Res

4
24










 zz zz
z

g
hzf . 

5
36

20183
17

)5(
)5()(Res

5
25










 zz zz
z

g
hzf . 

 
За теоремою Коші про лишки 
 

105
36

4
292)(Res)(Res2

209
17

5423
iizfzfidz

zzz
z

zzL

 





 





 




 . 

 

Завдання 5 
 
1 Задану функцію f(z) розкласти у ряд Лорана в околі точки 

0z  ([8], гл.12). 
2 Обчислити за допомогою лишків ([8], гл.12) 

L
dzzf )( , де 

контур L охоплює точку z0 таким чином, що всередині контуру L 
у функції f(z) не має інших особливих точок окрім z0. 

 

 

 

 

 
                                                        
*

Тут для обчислення  лишків можна також застосовувати формули (6)-(7).  
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01. sin , 1
1

zz z
z

  
  

 

0
72. ( 4)cos , 0zz z

z


   
 

 
2

02

4 23. exp , 1
( 1)
z z z
z


  
  

 

0
44. sin ,z z i

z i


   
  

 
2

0
15. sin , 2
2

zz z
z


   
  

 
2

02

4 26. cos ,
( )
iz z z i
z i


   
  

 

0
37. exp , /3
3

z iz z i
z i


  
  

 
2

08. cos , 0z iz z
z


  
 

 

0
19. , 1

( 1)
z z

z z


  
  

 

0210. ,
1

z z i
z

   
  

 

02

111. , 1
3 2

z
z z

  
   

 

0212. , 2
4

z z i
z

  

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0
213. exp ,ziz z i

z i
   

  
 

0
514. sin , 0z iz z

z


  
 

 

0
115. , 2
2

zzchi z i
z i


  
  

 

016. ( 1) , 3
3

z iz shi z
z


   
  

 

0
817. ( 4)exp , 0zz z

z


   
 

 
4

0
818. sin , 0zz i z

z


  
 

 

0219. , 1
5 4
z z

z z
  

   
 

0
420. cos , 2

2
z z

z
  

  
 

2

02

421. , 2
( 2)
z zch z
z


  
  

 

0
522. , 3

3
zsh z

z
   

  
 

0
123. ( )exp , 1
1

zz i z
z


   
  

 
2

02

3 1824. sin , 3
( 3)
z z z
z


  


 



 25 

0
425. , 5

( 5)
z z

z z


   
  

 

026. ,
( )
z i z i

z z i


  
  

 
2

027. , 0z iz sh z
z


  
 

 

028. ( 5) , 4
4

z iz ch z
z


    
  

 
2

02

629. exp , 3
(3 )
z z z

z


  
  

 

0
130. ,

( )
z z i

z z i


   
  

 

031. cos , 2
2

zz z i
z i

 
   

 

 
Розв’яжемо завдання 31. 
1 Розкладемо функцію  в ряд Лорана в околі 

точки 0 2z i  , використовуючи розкладання zcos  та zsin  у 
степеневі ряди ([9] формули (2.12), (2.13)), а також розкладання в 

ряд Лорана 
iz

z
2

cos


 (знаходження цього показано у прикладі 2.22 

[9]). 
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Маємо 
 














































3

44

2

3322

3

44

2

3322

)2(
1

!3
1sin2

)2(
1

!2
1cos2

2
1

!1
1sin21cos2

)2(
1

!4
1cos2

)2(
1

!3
1sin2

2
1

!2
1cos2

!1
1sin2

1cos)2(
2

cos2
2

cos)2(
2

cos)(

iz
i

iz
i

iz
ii

iz
i

iz
i

iz
ii

iz
iz

zi
iz

ziz
iz

zzzf

   
частина правильна

)1cos1(sin21cos)2( iiz               

  


частина головна










 








 








  3

44
2

3322

)2(
1

!3
1sin

!4
1cos2

)2(
1

!3
1sin

!2
1cos2

2
1

!1
1cos

!1
1sin2

iz
i

iz
i

iz
i

 
Отже, 
 

 
 

2  .1sin41cos22
2

cosRes2
2

cos
2















i
iz

zzidz
iz

zz
L iz

  

 
 

4 ОБЧИСЛЕННЯ ВИЗНАЧЕНИХ ІНТЕГРАЛІВ 
ЗА ДОПОМОГОЮ ЛИШКІВ 

1 Обчислення інтегралів вигляду 
 

2

0

(cos ,sin ) ,I R x x dx


                           (9) 

де )sin,(cos xxR  раціональна функція від xx sin,cos , яка 
обмежена всередині проміжку інтегрування. 
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Інтеграли вигляду (9) заміною ixz e   
 

ixdz ie dx izdx         idzdx
z

  ;    (10) 

 

cos
2

ix ixe ex


       1 1cos ( )
2

x z
z

  ;   (11) 

 

sin
2

ix ixe ex
i


       1 1sin ( )

2
x z

i z
     (12) 

 
зводяться до інтегралів по колу 1z   від деякої раціональної 
функції 1( )R z . Тому  
 

12 Res ( ),
kz z

I i R z


      (13) 

 
де kz  - полюси 1( )R z , що лежать в середині кола 1z  . 
 
Завдання 6. Обчислити за допомогою лишків 
А)  
 

1) 
0 3 3 23 cos

dx
x



  

 

2)  

5
2

2
6 35 sin

dx
x



   

 

3)  
0

2 5 4cos
dx

x   

 

4)  
0

2 4 7 sin
dx

x   
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5)  

7
3

3
17 cos

dx
x



   

 

6) 

13
6

6
2 3 sin

dx
x



   

 

7) 
0 2 3 11cos

dx
x



  

 

8)  

7
3

3
5 2 6 sin

dx
x



   

 

9)  
0

8 2cos
dx

x   

 

10) 
2

0 7 33 sin
dx

x



  

11) 

3
2

2
15 6 cos

dx
x



   

12) 

5
2

2
6 4 2 sin

dx
x



   

13) 

7
6

6
34 5cos

dx
x



   

14) 
4 2 3sin

dx
x



   
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15) 

5
4

4
50 7cos

dx
x



        

16) 

7
3

3
8 3 7 sin

dx
x



   

17) 

4
3

3
11 3 13 cos

dx
x



   

18) 

9
4

4
9 4 5 sin

dx
x



   

19) 
2

0 4 2 7 cos
dx

x



  

20) 

13
6

6
4 15 sin

dx
x



    

21) 
0 7 3 cos

dx
x



  

22) 
2

0 3 5 sin
dx

x



  

23) 
0

13 2 3 cos
dx

x   

24) 
0

2 5 21sin
dx

x   

25) 

3
2

2
2 2 7 cos

dx
x



   
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26) 

7
3

3
7 4 3sin

dx
x



   

27) 
0 3 6 38 cos

dx
x



  

28) 
2

0 8 2 15 sin
dx

x



  

29) 

7
6

6
6 3 3 cos

dx
x



   

30) 
3 2 2 sin

dx
x



   

 
Б) 

0 2

2

cos1.
4 3sin

xdx
x




 
 

22.
1 3sin

dx
x








 
 

23.
1 8cos

dx
x






  

 
0

24.
(13 5cos )

dx
x




 
 

25.
(13 12sin )

dx
x








 
 

2sin6.
17 8cos

xdx
x







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0 2sin7.
17 15sin

xdx
x




 
 

0 2cos8.
25 7cos

xdx
x




 
 

4 2cos9.
25 24sin

xdx
x








 
 

2 2
0

10.
(1 3cos )

dx
x






 
 

211.
1 15cos

dx
x






  

 
0

212.
1 24sin

dx
x




 
 

2
0

13.
(29 20cos )

dx
x






 
 

2

214.
(29 21sin )

dx
x








 
 

0 3sin15.
41 9cos

xdx
x




 
 

2 2sin16.
41 40sin

xdx
x







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2cos17.
37 12cos

xdx
x








 
 

2 2cos18.
37 35sin

xdx
x








 
 

2

0

19.
3 2cos sin

dx
x x




 

 
 

0

220.
1 35cos

dx
x




 
 

3
0

21.
1 48sin

dx
x




  

 
0

222.
(5 3cos )

dx
x




 
 

2

2
0

23.
(5 4sin )

dx
x






 
 

2

0

sin24.
13 5cos

xdx
x






 
 

2 2

0

sin25.
13 12sin

xdx
x






 
 

0 2cos26.
17 8cos

xdx
x




 
 

2 2

0

cos27.
17 5sin

xdx
x





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228.
(3 cos 2sin )

dx
x x






 

 
 

3 / 2

29.
3 cos 2sin

dx
x x



 


 

 
 

2

30.
3 2cos 2sin

dx
x x






 

 
 

0

2
-

31.
( 5 2 cos )

dx
x 

 
 

4

2
0

cos32.
1 sin

xdx
x




  

 
0 2 333.

5 4cos
cox xdx

x




 
 

2cos 234.
5 3sin

xdx
x








 
 

0 (1 2cos )35.
5 4cos

nx dx
x





 

 

0

cos( )36.
13 5cos

nx dx
x






 
 

2
2

0

37. cos n xdx


 
 

 

0

38. ( 5 )tg x i dx


   
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2
39. ( 4 3 )

0
ctg x i dx


  

 
 

2

0

40. ( 2 )ixe ctg x i dx


   

 
 

Розв’яжемо завдання 31, Б).  
Обчислимо 
 


 

0

)cos25( 2 x
dx     (14) 

 
Користуючись парністю підінтегральної функції та заміною 

(10)-(11), зведемо інтеграл (14) до інтегралу від деякої функції 
)(1 zR  за колом 1z . 

   

 
.

110
2
25

2
22

1

)1(
2
25

2
1

cos252
1

cos25

1
221

2
2

1
2

2

0
2

0

2















































zz

z

zz

idz

zz

idz
z

zz

idz

x

dx

x

dx 



 

Отже , 
110

)( 21



zz

zzR .  

 
Знайдемо полюси )(1 zR , які лежать в середині кола 1z : 
 

2
1,2

10 10 4 10 610 1 0
2 2

0,36
2,5 1,5

1,2

z z z     
      


       
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В середині кола 1z  )(1 zR  має полюс 36,0z . Обчислимо 
лишок в цьому полюсі. Запишемо )(1 zR  у вигляді (6) 
 

.
)5,15,2(

)(

)5,15,2(
)5,15,2(

)5,15,2()5,15,2(
)(

2

)(

2

2

221



















z
zh

z
z

iz

zz
izzR

zh

 
Тому за формулою (7) 
 





















5,15,2

21
5,15,2 )5,15,2(

)5,15,2()(Res

z
z z

izhzR

3
5

6
1

)5,15,2(
25,15,2

5,15,2
3 i

z
zzi

z









. 

 
Отже, за формулою (13) 
 

.
3
5

3
1

))
3
5

6
1(2(

2
1))(Res2(

2
10

)cos25( 1
5,15,22









  

iizRi
x

dx
z

 

 
2 Обчислення інтегралів вигляду 
 






 dxxRI )(                                            (15) 
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від раціонального дробу ( )R x 0  при );( x , в якому 
степінь знаменника   (степінь чисельника + 2). 

 Інтеграли вигляду (15) дорівнюють 
 





k zz

zRiI
k

)(Res2 ,    (16) 

 
де kz  - полюси ( )R z , що лежать у верхній напівплощині. 

У формулі (16) можна також сумувати за полюсами, які 
лежать в нижній напівплощині, але тоді перед сумою потрібно 
поставити знак «мінус». 

 
 
Завдання 7 
 
Обчислити за допомогою лишків. Відповідь перевірити за 
формулою Ньютона-Лейбніца. 
 

1) 225 13
dx

x



   

 

2) 2 2 2
dx

x x



    

 
 

3)  217 4
dx
x



   

 

4) 2 22 122
dx

x x



    

5)  24 17
dx

x



   
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6) 2 4 5
dx

x x



    

 
 

7)  221 36
dx

x



   

 

8) 2 10 34
dx

x x



    

 
 

9)  216 11
dx

x



   

 

10) 2 2 26
dx

x x



    

 

11) 27 25
dx

x



   

12) 2 4 29
dx

x x



    

13) 236 19
dx

x



   

14) 2 6 100
dx

x x



    

15) 213 9
dx
x



   

 

16) 2 8 17
dx

x x



    
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17) 216 19
dx

x



   

18) 2 4 13
dx

x x



    

19)  223 9
dx
x



   

20) 2 2 82
dx

x x



    

21) 225 27
dx

x



   

22) 2 4 20
dx

x x



    

23)  27 4
dx

x



   

24) 2 4 8
dx

x x



    

25)  236 31
dx

x



   

26) 2 16 65
dx

x x



    

27)  229 16
dx

x



   

28) 2 8 41
dx

x x



    

29)  29 31
dx

x



   

30) 2 6 37
dx

x x



    
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Завдання 8 
 

Обчислити за допомогою лишків (див. [8], гл. 12). 
 

2

2 3
0

1.
( 1)

x dx
x






 
 




 


45
)45(.2 24 xx
dxx

 
 




 


222

3

)4)(1(
)15(.3

xx
dxxx

 
 

4

(3 1)4.
4

x dx
x









 

 
0 4

2 45.
( 1)

x dx
x




 
 

2

4 2

( 2)6.
10 9

x x dx
x x





 


 
 

 
3

2 2 2

(4 7 4)7.
( 1) ( 9)

x x dx
x x





 


 
 

 
2

4
0

( 1)8.
1

x dx
x

 



 

 
0

2 59.
( 4)

dx
x



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4 2

( 3)10.
17 16

x dx
x x








 
 

 
3

2 22

( 4 1)11.
( 4)( 9)

x x dx
x x

  
 

   
 

3

6

( 2 1)12.
1

x x dx
x

  
 

  
 

3

2 3

( 1)13.
( 4)

x x dx
x

  
 

  
 

4 2

(6 1)14.
26 25
x dx

x x








 
 

 




 


)25,0)(4(
)12(.15 22

3

xx
dxxx

 
 

2

6
0

16.
1

x dx
x






 
 

0

2 617.
( 1)

dx
x




 
 

4 2

( 1)18.
13 36

x dx
x x








 
 

 

2 2 2

(2 1)19. 1( ) ( 9)
4

x dx

x x








 
  
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4

6
0

( 1)20.
1

x dx
x

 



 

 
0

2 321.
(4 1)

dx
x




 
 




 


45
)12(.22 24

2

xx
dxxx

 
 

2 2 2

( 1)23. 1( )( 1)
9

x dx

x x








 


 
 

2 3
0

24.
(9 4)

dx
x






 
 

0 6

4 225.
( 1)

x dx
x




 
 




  2526
.26 24

2

xx
dxx

 
 




 


3613
)4(.27 24

2

xx
dxx

 
 

4

2 4
0

28.
(2 1)

x dx
x






 
 

2

2 2
0

29.
( 9)

x dx
x




  
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2 2 230.
( 1) ( 9)

dx
x x






 

 
 

2 2 2 231.
( 1) ( 4)

dx
x x






   

 
Розв’яжемо завдання 31 
 

2 2 2 2 .
( 1) ( 4)

dx
x x



  
 

 

2 2 2 2

1( )
( 1) ( 4)

R z
z z


 

. Знайдемо полюси )(zR : 

0)4()1( 2222  zz ;iz   iz 2 . 
У верхній півплощині )(zR  має полюси ; 2 .i i  Обчислимо лишок в 
полюсі iz  . Запишемо )(zR  у вигляді (6): 
 

2

)(

2

222

2222 )(
)(

)(
)4()(

1

)4()()(
1)(

iz
zh

iz
ziz

ziziz
zR

zh















 

 
Тому за формулою (7) 
 

108)4()(
4232

)4()(
1)()(Res 323

2

222
i

ziz
ziz

ziz
ihzR

iziz
iz























 
Обчислимо лишок в полюсі iz 2 . Запишемо )(zR  у вигляді (6): 
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2

)(

2

222

2222 )2(
)(

)2(
)1()2(

1

)2()2()1(
1)(

iz
zh

iz
ziz

izizz
zR

zh















Тому за формулою (7) 
 

i
ziz
ziz

ziz
ihzR

iz

iz
iz

864
19

)1()2(
1432

)1()2(
1)2()(Res

2
323

2
2

2222



























 

 
Отже, за формулою (16) 
 

432
11)

864
19

108
(2)(Res)(Res2

)4()1( 22222
 





 

 






iiizRzRi
xx

dx
iziz

. 

 
3 Обчислення інтегралів Фур’є вигляду 
 

e ( ) ;i xR x e dx




                                              (17) 

 

c ( )cos ;R x xdx




                                           (18) 

 

s ( )sin ,R x xdx




                                            (19) 

 
де ( )R x  правильний раціональний дріб, 0)( xR  при );( x . 

Інтеграли (17), (18), (19) дорівнють відповідно 
 

 


0,)(Res2Ie  zi
zz

ezRi
k

;   (20) 
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 


0),)(Res2Re(IReI ec  zi
zz

ezRi
k

;  (21) 

 
 


0),)(Res2Im(IImI es  zi

zz
ezRi

k

,  (22) 

 
де kz  - полюси ( )R z , що лежать у верхній напівплощині. 
 

У формулах (20), (21), (22) також може бути 0 , але тоді 
потрібно сумувати за полюсами, які лежать в нижній на 
півплощині, та перед сумою поставити «мінус». 
 
 
Завдання 9  
 

Обчислити за допомогою лишків інтеграли eI  (17), cI  (18), 
sI  (19), якщо (таблиця 2) 

 
Таблиця 2 

 ( )R x    № ( )R x    № ( )R x    

1 2

1
2 2x x 

 2 11 2

1
4 29x x 

 4 21 2

1
4 40x x 

 1 

2 2

1
4 5x x 

 3 12 2

1
24 145x x 

 6 22 2

1
22 122x x 

8 

3 2

1
4 8x x 

 1 13 2

1
8 17x x 

 3 23 2

1
18 82x x 

 4 

4 2

1
2 26x x 

 4 14 2

1
2 82x x 

 2 24 2

1
10 61x x 

 2 

5 2

1
8 41x x 

 5 15 2

1
2 2x x 

 5 25 2

1
4 53x x 

 1 

6 2

1
16 65x x 

3 16 2

1
10 34x x 

 1 26 2

1
2 17x x 

 5 

7 2

1
4 20x x 

 6 17 2

1
4 85x x 

 3 27 2

1
6 90x x 

 7 
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Продовження таблиці 2 
 

 ( )R x    № ( )R x    № ( )R x    

8 2

1
6 34x x 

 2 18 2

1
6 13x x 

 5 28 2

1
10 50x x 

 4 

9 2

1
4 13x x 

 5 19 2

1
10 41x x 

 6 29 2

1
8 52x x 

 5 

10 2

1
6 109x x 

2 20 2

1
2 10x x 

 3 30 2

1
10 26x x 

 3 

 
 
Завдання 10 
 
Обчислити за допомогою лишків (див. [8], гл. 12). 
 

3

4 2
0

sin
5 4

1. x xdx
x x



 


 
 

2 2

cos22.
( 4 5)

xdx
x x






 

 
 

2 2

sin 43.
( 1)( 1)

xdx
x x x






  

 
 




 


22

3

)1(
3cos)1(.4

x
xdxx  

 
0

4 2

cos5.
5 4

xdx
x x


 

 
 

2 2

sin 26.
( 2 2)

xdx
x x






   
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2 2

cos47.
( 1)( 2 2)

xdx
x x x






  

 
 

2 2
0

sin8.
( 4)
x xdx
x






 
 

0

4

cos 29.
1
xdx

x




 
 

2 2

cos10.
( 2 5)

xdx
x x






 

 
 

2 2

sin 411.
( 4)( 2 5)

xdx
x x x






  

 
 

2 2

( 1)cos412.
( 9)

x xdx
x









 

 

0
4

sin13.
1

x xdx
x






 
 

2 2

sin 414.
( 4 5)

xdx
x x






 

 
 

2 2

cos15.
( 9)( 1)

xdx
x x x






  

 
 

2 2
0

sin16.
( 9)
x xdx
x





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3

4 2
0

( 5 )sin17.
13 36

x x xdx
x x

 


 
 

 

2 2

cos318.
( 4 8)

xdx
x x






 

 
 

2 2

sin 219.
( 4)( 2 2)

xdx
x x x






  

 
 

0

2 2

cos520.
( 16)

xdx
x




 
 

4
0

cos 221.
4
xdx

x






 
 

2 2

sin22.
( 4 8)

xdx
x x






    

 

2 2

cos323.
( 1)( 2 5)

xdx
x x x






  

 
 


 

0

24

3

910
sin)5(.24
xx

xdxxx  

 




0
22 )1(

3cos.25
xx
xdx  

 
0

2 3

cos26.
( 4)

xdx
x



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6

227.
( 2 3 )

ixe dx
x i






 

 
 

2 2
0

sin28.
( 16)
x xdx
x






 
 




  )1)(9(
2cos.29 22 xxx

xdx  

 

2 2
0

cos 330. .
( 12)

xdx
x




 

 




  1
.31 2

2

xx
dxe ix

 

 
Розв’яжемо завдання 31. 
 

Обчислимо 


  12

2

xx
dxe ix

. 

 

Тут 2

1( )
1

R z
z z


 

, 2 . Знайдемо полюси )(zR : 

 
2 1 1 4 1 31 0

2 2 2
z z z i  
        . 

 

У верхній напівплощині )(zR  має полюс iz
2
3

2
1
 . 

Обчислимо лишок у цьому полюсі. Запишемо )(zR  у вигляді (6)  
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















 )(

2

2
2

)
2
3

2
1(

)
2
3

2
1(

)
2
3

2
1)(

2
3

2
1(

)(

zh

iz

iz
iz

iz

iz

e

iziz

eezR

 
)

2
3

2
1(

)(

iz

zh


 . 

 
Тому за формулою (7) 
 

3
2
3

2
1

2
3

2
1

)
2
3

2
1()(Res

33
2

2
3

2
1 i

e

ii

eihezR
ii

iz

iz








 . 

 
Отже, за формулою (20) 
 

.
3

2
3

2)(Res2
1

I
33

2

2
3

2
12

2 ii
iz

iz

ix

e
e

i
eiezRidx

xx
e 










  

 

 
Зауважимо, що за формулами (21), (22) інтеграли (18), (19) 

відповідно дорівнюють  
 

;1cos
3

2
3

2ReI 3
3















 ee i

c


 

.1sin
3

2
3

2ImI 3
3















 ee i

s
  
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