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УДОСКОНАЛЕННЯ МОДЕЛІ СУЧАСНОЇ ОРГАНІЗАЦІЇ
ДОКУМЕНТООБІГУ ЗАЛІЗНИЧНИХ ВАНТАЖНИХ ПЕРЕВЕЗЕНЬ
МЕТОДАМИ МАСОВОГО ОБСЛУГОВУВАННЯ

Метою дослідження є вдосконалення математичної моделі організації документообігу пункту концентра-
ції обробки перевізних документів (ПКОПД) на основі теорії масового обслуговування з розширенням її скла-
дниками прогнозування попиту та імітаційної валідації. Методика. У роботі використано теорію масового
обслуговування (модель M/M/c, формула Ерланга-C) для формування удосконаленої математичної моделі оп-
тимізації організації документообігу для залізничних вантажних перевезень, методи експоненційного згла-
джування для прогнозування обсягів документообігу, методи дискретно-подієвого імітаційного моделювання
для обґрунтування процедури валідації вдосконаленої моделі. Результати. У статті виконано критичний ана-
ліз оптимізаційної математичної моделі організації документообігу ПКОПД, яку раніше було запропоновано
для визначення необхідної кількості агентів комерційних з мінімальними експлуатаційними витратами в умо-
вах ризику. Встановлено, що чинна модель поєднує економічно обґрунтовану структуру цільової функції з
формально коректним способом переведення стохастичного часу обробки документа у витрати через інтеграл
Лебега-Стілтьєса, але містить нероз'єднаний, слабко формалізований складник фінансового ризику R(t,П). На
основі порівняння з програмно реалізованим розрахунковим модулем, що використовує апарат теорії масо-
вого обслуговування, запропоновано вдосконалену модель, яка: 1) замінює інтегральний складник на аналі-
тично обґрунтований вираз витрат від очікування вагонів у черзі за наближенням Аллена-Каннінга для сис-
теми G/G/c; 2) декомпозує сумарний ризик на окремі складники реєстру небезпек, імовірність яких залежить
від коефіцієнта завантаження системи; 3) вводить обмеження стійкості черги ρ<1; 4) переходить від статичної
до сезонної (помісячної) оптимізації штату агентів комерційних; 5) доповнює сезонну оптимізацію формаль-
ним прогнозуванням обсягів документообігу методами експоненційного згладжування із сезонною компоне-
нтою; 6) передбачає валідацію аналітичних наближень методом дискретно-подієвого імітаційного моделю-
вання з оцінюванням довірчого інтервалу та похибки узгодження. Наведено числові приклади розрахунку.
Наукова новизна. Сформовано вдосконалену цільову функцію та систему обмежень на основі теорії масо-
вого обслуговування з використанням наближення Аллена-Каннінга та декомпозиції ризику, доповнено мо-
дель сезонного планування штату прогнозуванням обсягів документообігу, методологічно обґрунтовано про-
цедуру валідації аналітичних наближень методом дискретно-подієвого імітаційного моделювання з оцінкою
довірчого інтервалу витрат і кількісної похибки узгодження. Практична значимість. Одержані результати
можуть бути використані для покращення роботи виробничого підрозділу «Служба роботи станції» АТ «Укр-
залізниця».

Ключові слова: транспортні технології, електронний документообіг, пункт концентрації обробки перевіз-
них документів, теорія масового обслуговування, прогнозування, імітаційне моделювання, ризик-орієнтована
технологія, залізничні вантажні перевезення.
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Вступ

Економічний розвиток України у воєнні та
повоєнні часи тісно пов’язаний зі стабільною
роботою залізничного транспорту. Ефективне
управління залізничною інфраструктурою зок-
рема базується на впровадженні сучасних інфо-
рмаційних технологій й технологій електрон-
ного документообігу. Для покращення обслуго-
вування вантажовідправників АТ «Укрзаліз-
ниця» створює пункти концентрації обробки пе-
ревізних документів (ПКОПД). Пункти взаємо-
діють з вантажними станціями для організації
перевезень як всередині країни, так і з міжнаро-
дними сполученнями, включаючи документа-
льне оформлення військових вантажів та здійс-
нюють розрахунки за послуги, що надаються за-
лізницею.

У роботі [1] (далі базова стаття) сформульо-
вано та обґрунтувано актуальність задачі визна-
чення оптимальної кількості агентів комерцій-
них (ПКОПД) в умовах статистично підтвердже-
ної нерівномірності документообігу (коливання
помісячних обсягів до 32 %, перевищення нор-
мативного часу обробки документа у 60 % випа-
дків) та наявності операційних, техногенних і
технологічних ризиків. Для розв'язання задачі в
[1] сформовано оптимізаційну математичну мо-
дель C(П,t)→min, розроблено систему обмежень
і побудовано поверхню відгуку засобами
Microsoft Excel, за якою встановлено орієнтов-
ний оптимум у 32 працівники. Тому для вдоско-
налення підходу, що запропонований у базовій
статті, слід враховувати не тільки випадковість
коливань потоку документів, а й їх регулярну се-
зонну закономірність. Також за рахунок враху-
вання додаткових факторів та імітаційного мо-
делювання можна покращити точність та досто-
вірність отриманих результатів розрахунків із
можливістю формування програмного засобу у
вигляді системи підтримки прийняття рішень
(СППР).

Аналіз останніх досліджень і публікацій

Питання формування технології роботи
ПКОПД і взаємодії із закріпленими вантажними
станціями розглянуто в роботах [1–3]. У роботі
[1] вперше запропоновано оптимізаційну мо-
дель, що поєднує витрати на обробку докумен-
тів, оплату праці, електроенергію та фінансові
ризики в єдиній цільовій функції. Питання коре-
ктного переведення стохастичного часу обробки
документа у грошовий еквівалент простою ваго-
нів, формалізації ризику, а також завчасного (а
не лише ретроспективного) урахування сезонно-
сті залишились розкритими не в повній мірі.

У роботі [4] представлено інтелектуальну си-
стему моделювання залізничного вантажопере-
везення, яка поєднує теорію черг та технологічні
процеси на рівні станцій для моделювання про-
цесів навантаження та очікування, що призво-
дять до затримок доставки. Система безпосере-
дньо знижує ймовірність затримок і схильність
до штрафів за рахунок скорочення черг і підви-
щення рівня технологічної послідовності. Авто-
рами статті [5] розроблено модель системи дво-
канального вантажоперевезення з використан-
ням теорії черг для оптимізації розподілу ванта-
жних потоків та стратегій ціноутворення. Дослі-
дження використовує моделі черг M/M/1 та
структуру вибору Logit для аналізу динамічної
рівноваги між часом очікування вантажів та
прибутком перевізників, досліджуючи цілі міні-
мізації середнього часу очікування у системі та
максимізації прибутку перевізників.

Оцінка витрат робочого часу спеціаліста за-
лізничного транспорту та приклад моделювання
операцій наведено у статті [6]. Математичний
апарат дослідження, розрахунку та оптимізації
логічних систем є моделюванням, що відно-
ситься до теорії ймовірностей, математичної
статистики і представлене в термінах теорії ма-
сового обслуговування. У роботах [7, 8] операції
обробки вантажу також розглянуто як процеси
масового обслуговування. Параметри, які були
визначені у [7], включали інтенсивність трафіку,
ймовірність очікування, середню кількість
об’єктів у черзі та середній час, проведений у че-
рзі.

У дослідженні [9] використано методи мате-
матичного моделювання та теорії масового об-
слуговування з урахуванням економічних і тех-
нологічних показників та вимог, що висува-
ються одержувачами вантажів, для вирішення
завдання визначення показників і дослідження
їх впливу на час знаходження транспортних за-
собів у пунктах розвантаження.

Проведений аналіз наукових досліджень сві-
дчить, що питання оптимізації технологічних
процесів залізничних вантажних перевезень ак-
тивно досліджуються із застосуванням матема-
тичного моделювання та теорії масового обслу-
говування. Існуючі роботи охоплюють моделю-
вання функціонування вантажних станцій, оці-
нювання параметрів систем масового обслуго-
вування, оптимізацію вантажопотоків, дослі-
дження часу очікування та простою транспорт-
них засобів, а також економічне оцінювання те-
хнологічних процесів. Разом із тим більшість
досліджень зосереджена на оптимізації операцій
навантаження, розвантаження, переробки
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вантажів або управління транспортними пото-
ками, тоді як процеси організації документоо-
бігу в підрозділах комерційного оформлення пе-
ревезень залишаються недостатньо формалізо-
ваними.

Наявні моделі не забезпечують комплексного
врахування взаємозв’язку між інтенсивністю на-
дходження документів, продуктивністю персо-
налу, економічними наслідками затримок обро-
бки документів і непродуктивним простоєм ва-
гонів. Крім того, недостатньо дослідженими за-
лишаються питання адаптації моделей до нерів-
номірності вхідних потоків документів, сезон-
них коливань навантаження та стохастичного
характеру технологічних процесів.

Мета та завдання дослідження

Метою дослідження є вдосконалення мате-
матичної моделі організації документообігу
ПКОПД на основі теорії масового обслугову-
вання з розширенням її складниками прогнозу-
вання попиту та імітаційної валідації.

Завдання дослідження:
1) порівняти структуру цільової функції базо-

вої моделі [1] з програмно реалізованою обчис-
лювальною моделлю;

2) сформувати вдосконалену цільову функ-
цію та систему обмежень на основі наближення
Аллена-Каннінга та декомпозиції ризику;

3) доповнити модель сезонного планування
штату формальним прогнозуванням обсягів до-
кументообігу;

4) обґрунтувати процедуру валідації вдоско-
наленої моделі методом імітаційного моделю-
вання;

5) навести числові приклади.

Основний матеріал дослідження

Аналіз базової математичної моделі
Базова модель [1] має вигляд (з позначен-

нями оригіналу):

𝐶(П, 𝑡) =
෍𝐶обр⋅П

∑𝐷⋅𝜎√2𝜋
඲ 𝑡 ∙ е−

1
2ቀ
𝑡−𝑡ത
𝜎 ቁ

2
𝑡𝑚𝑎𝑥

𝑡𝑚𝑖𝑛

𝑑𝑡 +

+ 𝐶оп.пр.⋅𝑡
П

+ Сел ∙ 𝑡 ∙ 𝐾(П) + 𝑅(𝑡,П) → 𝑚𝑖𝑛,

(1)

де П – кількість агентів комерційних у пункті
концентрації обробки перевізних документів;

t – час, витрачений на обробку перевізного
документа, хв;
Собр – експлуатаційні витрати на обробку пе-

ревізних документів, грн;
D – кількість документів;

𝜎 – стандартне відхилення середнього зна-
чення часу, витраченого на обробку документів;
Соп.пр. – витрати на оплату праці агентів коме-

рційних ПКОПД, грн;
Сел – витрати на електроенергію, грн;
𝐾 – кількість працюючих комп’ютерів, що за-

лежать від кількості працівників;
R(t,П) – складник ризику.
Ця модель коректно вказує на чотири дже-

рела витрат, проте має методологічні особливо-
сті.

Перший доданок має визначений інтеграл
функції густини нормального розподілу – це ма-
тематичне сподівання часу обробки документу.
Але цей доданок не враховує економічні втрати,
які виникають через те, що документи чекають
своєї черги на обробку.

Складник ризику R(t,П) введений лише поз-
наченням та слабо інтегрована з рештою моделі.

Оптимум моделі (32 працівники) отримано
побудовою поверхні відгуку за емпіричними то-
чками, без аналітичної перевірки стійкості
розв’язку чи чутливості до вхідних параметрів.

Отже, можлива програмна реалізація у ви-
гляді СППР усуватиме методологічну проблему
переведення часу у витрати завдяки викорис-
танню теорії масового обслуговування та іміта-
ційного моделювання, ліквідує суперечність із
фактично встановленим у [1] розподілом часу
обробки, врахує сезонність при формуванні
штату працівників й матиме процедури прогно-
зування з перевіркою адекватності.

Формування удосконаленої математичної
моделі

З урахуванням виявлених переваг і недоліків
обох підходів пропонується вдосконалена мо-
дель, що зберігає економічний зміст цільової
функції (1), але заміняє її неоднозначні склад-
ники аналітично обґрунтованими виразами.

Складник витрат від очікування вагонів у
черзі

Оскільки емпірично встановлений розподіл
часу обробки документа є нормальним з параме-
трами t̄ і σ, а не експоненційним, коректним апа-
ратом є система масового обслуговування зага-
льного вигляду G/G/c. Для неї застосовується
наближення Аллена-Каннінга [10]:

𝑊оч = 𝑊оч(𝑀/𝑀/𝑐) · 𝐶𝑎
2 + 𝐶𝑠2

2
,             (2)

𝐶𝑠2  = ቀ𝜎
𝑡̄
ቁ
2

,                              (3)

де𝑊оч(M/M/c) – тривалість очікування обчислю-
ється за формулою Ерланга-C для λ = D/𝑇зм і 𝜇 =
60/𝑡̄;
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𝐶𝑎2 – квадрат коефіцієнта варіації потоку до-
кументів (для пуассонівського потоку 𝐶𝑎2 = 1);

𝐶𝑠2 – квадрат коефіцієнта варіації часу обро-
бки, який безпосередньо обчислюється за пара-
метрами t̄ і σ, встановленими в [1]. Це усуває су-
перечність між припущенням про експоненцій-
ний розподіл уM/M/c і фактично спостереженим
нормальним розподілом.
λ – інтенсивність надходження документів,

док./хв (λ=D/𝑇зм);
μ – інтенсивність обслуговування одним аге-

нтом, док./хв (μ=60/t̄);
Tзм – тривалість робочої зміни ПКОПД, год.
Середня довжина черги обчислюється за фо-

рмулою Літтла 𝐿оч = 𝜆 · 𝑊оч, а витрати від очі-
кування вагонів у черзі – через тарифну вартість
вагоно-години простою 𝑤в:

𝐶ч(𝑡,П) = 𝜆 · 𝑊оч(П) · 𝑤в · 𝑇зм. (4)

На відміну від інтеграла в (1), вираз (4) має
однозначну економічну розмірність і явну зале-
жність від П через завантаження ρ=λ/(П·μ).

Декомпозиція складника ризику
Замість єдиної, аналітично нерозкритої фун-

кції R(t,П), використовується реєстр ризиків із
роботи [1, рис. 4]. Для кожного ризику 𝑖  (𝑖 =
1, … ,𝑚) величина втрат 𝐶𝑖 приймається сталою,
а ймовірність 𝑃𝑖 пов'язується з коефіцієнтом за-
вантаження 𝜌(П):

𝑅(𝑡,П) = ෍𝑃𝑖൫𝜌(П)൯ · 𝐶𝑖

𝑚

𝑖=1

,

𝑃𝑖(𝜌) = 𝑃𝑖,0 · ൫1 + 𝑘𝑖 · 𝑚𝑎𝑥(0, 𝜌 − 𝜌∗)൯
(5)

де 𝑃𝑖,0 – базова ймовірність 𝑖-го ризику;
ρ* – граничне (порогове) допустиме заванта-

ження системи, вище якого швидко зростає ри-
зик-складник R(t,П) (приймається, наприклад,
0,85);

𝑘𝑖 – коефіцієнт чутливості ризику до перева-
нтаження. Такий вигляд поєднує всі дев'ять фа-
кторів у єдину функцію, залежну від t і П.

Ci – величина потенційних втрат (наслідків)
від настання 𝑖-го ризику, грн; приймається ста-
лою для кожного ризику реєстру (рис. 4 базової
статті і оцінюється експертно або за статисти-
кою фактичних інцидентів ПКОПД.

Вдосконалена цільова функція та обме-
ження

Враховуючи вищенаведене доцільно цільову
функцію представити у вигляді

𝐶(П, 𝑡) = 𝑤 · П + П · 𝑒к · 𝑒т · 𝑇зм +
+𝐶ч(𝑡,П) + 𝑅(𝑡,П) → min, (6)

де w – витрати на оплату праці одного агента ко-
мерційного за зміну, грн/особу (аналог Соп.пр/П.

у нотації базової моделі);
𝑒к – тариф на електроенергію, грн/кВт·год;
𝑒т – встановлена потужність одного автома-

тизованого робочого місця (АРМ), кВт;
𝐶ч(𝑡,П) – витрати від очікування вагонів у че-

рзі за формулою (4), грн/добу;
𝑅(𝑡,П) – сумарний ризик-складник за форму-

лою (5), грн/добу.
Математична модель організації документо-

обігу ПКОПД враховує таку систему обмежень:

⎩
⎪⎪
⎨

⎪⎪
⎧
ρ(П) = λ/(П · μ) < ρ ∗< 1;

t ≤ 𝑡норм;
𝑡1 + 𝑡2 ≤ Tдост;
tст ≤ tнорм.ст;

Взв ≠ 0; Е ≥ γ · V;
П ≥ Пm𝑖𝑛,

        (7)

де 𝜌(П) – коефіцієнт завантаження системи (ча-
стка часу, коли всі П агентів зайняті обробкою
документів), ρ(П)=λ/(П·μ);

𝑡норм  – нормативний час, що припадає на об-
робку документа, хв.;

𝑡1 – час знаходження вагонів на станціях від-
правлення та призначення, діб;

𝑡2 – час знаходження вагонів на шляху пря-
мування, доба;

Tдост – термін доставки вантажу, діб;
Пmin – мінімально необхідна кількість агентів

комерційних, що визначається трудовим законо-
давством, вимогами позмінної роботи та мініма-
льною чисельністю, здатною забезпечити функ-
ціонування ПКОПД (наприклад, недопущення
відсутності обслуговування станцій).

Перша формула у системі обмежень відобра-
жає умову стійкості черги, друга – час обробки
документа не перевищує норму, третя – необхід-
ність дотримання терміну доставки вантажу, че-
тверта – час знаходження вагона на станції не
повинен перевищувати нормативний, п’ята
складова відображає інфраструктурні умови,
такі як зв’язок, електроенергію, інтернет тощо і
остання умова відображає мінімально необхідну
кількість агентів комерційних.

Сезонна (помісячна) оптимізація штату
Оскільки в [1] встановлено коливання обсягів

документообігу до 32 % відносно середньоміся-
чного значення, а фіксований штат є субоптима-
льним і в періоди спаду, і в періоди пікового на-
вантаження, пропонується розв'язувати задачу
(6) для кожного місяця k окремо, з 𝜆𝑘 = 𝐷𝑘/𝑇зм:

П∗(𝑘) = 𝑎𝑟𝑔𝑚𝑖𝑛𝐶(П, 𝑡 ∣∣ 𝜆𝑘 ).       (8)
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Такий підхід перетворює модель зі статичної
(«32 агенти») на динамічний план чисельності
штату за місяцями, що усуває саму причину не-
рівномірності, а не лише її наслідок.

Прогнозування обсягів документообігу для
сезонного планування

Формула (8) потребує на вході обсягу доку-
ментообігу 𝐷𝑘 наступного (ще не завершеного)
місяця, тоді як у [1] обсяги 𝐷𝑘 наведено лише ре-
троспективно за 9 фактичних місяців 2025 р.
Щоб перейти від реактивного штатного плану-
вання (за фактом перевантаження) до проактив-
ного, пропонується формально прогнозувати
𝐷𝑘, а не використовувати лише описовий аналіз
сезонності.

Базовий (найпростіший) варіант – індексний
метод, за яким для кожного місяця обчислю-
ється сезонний індекс

𝑆𝑘  = 𝐷𝑘
𝐷̄

 ,                          (9)

де D̄ – середньомісячний обсяг документообігу
за наявний період спостереження. Прогноз об-
сягу на аналогічний місяць наступного року
отримують множенням прогнозованого загаль-
ного рівня на відповідний сезонний індекс 𝑆𝑘.

Точніший варіант, що одночасно враховує рі-
вень, тренд (уже зафіксований у [1] як стійке
зростання показника «документів на добу на од-
ного працівника») і сезонність, – потрійне екс-
поненційне згладжування Хольта-Вінтерса, в
якому прогноз на h кроків вперед від поточного
місяця t обчислюється як

𝐷෡𝑡+ℎ = (𝐿𝑡 + ℎ · 𝑇𝑡) · 𝑆𝑡+ℎ−𝑚 (10)

де 𝐿𝑡  – згладжений рівень ряду;
𝑇𝑡  – згладжений тренд;
𝑆𝑡  – сезонна компонента (мультиплікативна);
m – довжина сезонного циклу (m=12 місяців);
h – горизонт прогнозування, кількість місяців

вперед від поточного місяця t, на яку викону-
ється прогноз.

Слід зазначити, що для надійного оціню-
вання всіх трьох параметрів згладжування мето-
дом Хольта-Вінтерса зазвичай потрібно не
менше 2–3 повних сезонних циклів (24–36 міся-
ців) статистичних даних. Тому на практиці доці-
льна двоетапна стратегія: у короткостроковій
перспективі застосовувати простіший індексний
метод (9) у поєднанні з уже наявною лінією
тренду (аналогічною до розрахованої в базовій
статті для показника документів на добу на од-
ного працівника), а після накопичення достат-
нього масиву щомісячних даних (орієнтовно 2–
3 роки) перейти до повної моделі Хольта-

Вінтерса або еквівалентних сезонних моделей
часових рядів (наприклад, SARIMA).

Точність прогнозу після накопичення факти-
чних даних доцільно оцінювати за середньою
абсолютною процентною похибкою

𝑀𝐴𝑃𝐸 = 1
𝑛

 · 𝛴 ∣ 𝐷𝑘 −𝐷෡𝑘
𝐷𝑘

∣ ·  100%, (11)

де n – кількість періодів (місяців) фактичних
спостережень, використаних для оцінювання
похибки прогнозу MAPE.

Прогнозоване значення 𝐷෡𝑘 підставляється в
𝜆̂𝑘 = 𝐷෡𝑘/Tзм формули (8), а ширина довірчого ін-
тервалу прогнозу (яку дають як індексний метод
у формі історичного розкиду відхилень, так і мо-
дель Хольта-Вінтерса у формі стандартної похи-
бки прогнозу) використовується для встанов-
лення штатного резерву на випадок, якщо фак-
тичний попит перевищить точковий прогноз: у
пікові місяці штат доцільно планувати не за то-
чковим прогнозом 𝐷෡𝑘, а за верхньою межею
прийнятного довірчого інтервалу (наприклад,
80–90-й процентиль), що узгоджується з ризико-
вою складовою R(t,П) моделі (5) – планування
«про запас» саме там, де ймовірність ризику пе-
ревантаження 𝑃𝑖(𝜌) найвища.

Числовий приклад і перевірка адекватно-
сті моделі

Для ілюстрації запропонованих заходів вико-
ристано вихідні параметри, що наведено у
табл. 1.

Таблиця  1

Вихідні параметри

Параметр Значення параметра
W 850
D 250
eк 4,2
П 31
eт 4,32
𝑇зм 8

t 52
ρ* 0,85
𝐶𝑠2 0,55

𝑡норм.ст 35

У результаті розрахунків за зазначеними да-
ними отримано залежність сукупних добових
витрат від кількості агентів П (рис. 1).

Суцільна крива відображає витрати за вдос-
коналеною моделлю G/G/c, а штрихова чер-
вона – витрати за класичноюM/M/c. Розбіжність
між кривими показує, наскільки некоректно кла-
сична формула оцінює саме витрати, а не лише
чергу.
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Кількість агентів П впливає на систему через
два взаємопов’язані, але різні механізми. По-пе-
рше, довжина черги – це фізичний обсяг ваго-
нів/документів, що очікують обробки; вона спа-
дає нелінійно й опукло зі зростанням П –

додавання одного агента при малому штаті (бли-
зько до ρ=1) різко скорочує чергу, а той самий
агент при вже великому штаті майже не впливає
на результат (закон спадної віддачі черги).

Рис. 1. Залежність сукупних добових витрат від кількості агентів П

По-друге, коефіцієнт завантаження – це час-
тка часу фактичної зайнятості агентів роботою;
він спадає гіперболічно (обернено пропорційно
П) і однаковий для моделей M/M/c та G/G/c,
оскільки залежить лише від співвідношення по-
току заявок і сумарної продуктивності, а не від
варіації часу обробки. Саме тому штат обирають

не за мінімумом черги (яка завжди зменшується
зі зростанням П), а за мінімумом сукупних ви-
трат, що балансує вартість простою вагонів у че-
рзі проти вартості оплати надлишкових агентів.
Отже визначено залежність довжини черги від
кількості агентів комерційних (рис. 2).

Рис. 2. Залежність довжини черги від кількості агентів комерційних

Крива з мітками – вдосконалена модель
G/G/c з фактичним 𝐶𝑠2 =0,55; штрихова чер-
вона – класична M/M/c (𝐶𝑠2 = 1). Різниця між
кривими показує, наскільки некоректно класи-
чна формула Ерланга-C оцінює чергу за реаль-
ного (нормального) розподілу часу обробки. Ве-
ртикальна межа зліва – зона нестабільності (ρ≥1,
П=28 і менше), де черга формально прямує до
нескінченності; точка на кривій – поточний
штат П=31.

Кожен із дев'яти ризиків реєстру [1, рис. 4]
має базову ймовірність 𝑃𝑖,0, яка зростає, коли за-
вантаження системи ρ перевищує поріг ρ* відпо-
відно до формули (5) – чим більше система пе-
ревантажена, тим імовірніші операційні поми-
лки, збої зв’язку й пропущені реагування, що на-
ведено у табл. 2.

На основі розрахунків отримано залежність
витрат від ймовірності настання ризику за пото-
чного завантаження ρ=87.4% (вище порогового
85%), де розмір і колір бульбашок –
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інтегральний рівень ризику R=Pᵢ·C (зелений ≤
50, амбер 50–100, червоний >100) (рис. 3). Вста-
новлено 4 критичних ризиків: нерівномірність
надходжень вантажів, відсутність зв'язку / інте-
рнету, нерівномірність вантажної роботи у регі-
оні, відсутність електроенергії). Найвищим інте-
гральним ризиком та найімовірнішою подією є
нерівномірність надходжень вантажів (R=154,
Pᵢ=0,86).

Визначено прогнозований штат на наступний
рік за місяцями, що наведено на рисунку 4. Вста-
новлено, що у лютому та червні необхідна ме-
нша кількість комерційних агентів (27 та 26 від-
повідно), ніж в інші місяці року. Місяцем піко-
вого навантаження виявлено вересень (потрібно
34 агента). Різниця у 8 осіб свідчить про доціль-
ність тимчасового залучення персоналу в пікові
місяці замість утримання незмінного штату – 31
особи цілий рік.

Таблиця  2

Реєстр ризиків за поточного ρ

№ з/п Ризик Р0 Рі(Р) С, грн R=PiC Рівень
1 Нерівномірність надходження вантажів 0,85 0,86 180 154

Критичний2 Відсутність зв'язку / інтернету 0,30 0,30 380 116
3 Нерівномірність вантажної роботи в регіоні 0,75 0,76 150 113
4 Відсутність електроенергії 0,25 0,25 420 106
5 Операційні ризики (помилки агентів) 0,35 0,36 140 50 Підвищений
6 Ризик хвороби / відпустки агента 0,40 0,41 120 49

Помірний7 Техногенні ризики 0,08 0,08 600 48
8 Технологічні ризики (збій АРМ) 0,18 0,18 260 48
9 Відпустка непланована 0,20 0,20 90 18

Рис. 3. Залежність витрат від імовірності настання
ризику

Рис. 4. Прогнозований штат за місяцями року

Валідація моделі методом імітаційного
моделювання

Наближення Аллена-Каннінга (3) та лінійна
модель ймовірності ризику (5) є аналітичними
наближеннями, точність яких за умов, що сут-
тєво відхиляються від класичних припущень те-
орії масового обслуговування (нестаціонарний,
не строго пуассонівський потік документів; об-
межена знизу нулем тривалість обробки, що за-
перечує строго нормальному розподілу в лівому
хвості), потребує незалежної перевірки. Для
цього пропонується побудова дискретно-подіє-
вої імітаційної моделі роботи ПКОПД, яка від-
творює:

- надходження документів як нестаціонарний
процес із інтенсивністю λ(τ), що змінюється
протягом зміни відповідно до фактичного пого-
динного профілю навантаження, а не як стаціо-
нарний пуассонівський потік;

- час обробки документа як випадкову вели-
чину з розподілом N(t̄,σ), що коректно відтво-
рює встановлений нормальний розподіл;

- П паралельних агентів комерційних з мож-
ливістю тимчасової відсутності одного з них
(хвороба, відпустка) відповідно до ймовірностей
реєстру ризиків (5);

- накопичення статистики середнього часу
очікування, довжини черги, коефіцієнта заван-
таження та сумарних витрат за R незалежних ре-
плікацій (наприклад, R=30) для кожного канди-
дата П.
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Для кожного П середні змодельовані витрати
супроводжуються довірчим інтервалом

𝐶(П)̄ ± 𝑡𝛼/2,𝑅−1 · 𝑠
√𝑅

             (12)

де s – вибіркове стандартне відхилення витрат за
R реплікацій,

t(α/2,R−1) – квантиль розподілу Стьюдента;
α – рівень значущості довірчого інтервалу

(наприклад, α=0,05 відповідає 95%-му довір-
чому інтервалу).

Оптимальне за симуляцією П𝑠𝑖𝑚∗  обирають як
таке, що мінімізує C̄(П) за умови стабільності
черги (𝜌 < 1) не нижче заданого рівня сервісу
(наприклад, 95 %), тобто переходять до імовір-
нісної постановки задачі оптимізації штату
ПКОПД.

Похибку узгодження аналітичної моделі (6)
із результатами симуляції оцінено як

𝛿(П∗) = 𝐶𝑠𝑖𝑚(П∗)−𝐶аналіт(П∗)
𝐶аналіт(П∗) · 100 %.      (13)

Якщо 𝛿 перевищує наперед визначений допу-
стимий поріг (наприклад, 10–15 %), це свідчить
про суттєве порушення передумов наближення
Аллена-Каннінга (наприклад, через сильну не-
стаціонарність реального потоку документів) і
потребує або уточнення параметрів моделі, або

в перспективі переходу від аналітичного розра-
хунку штату до симуляційно-оптимізаційного
підходу пошуку оптимального П за результа-
тами імітаційної моделі замість формули (3) –
(4)). Оскільки для проведення такої симуляції
необхідні детальні первинні дані (хронометраж
обробки документів, фактичний погодинний
профіль надходжень), у цій роботі наведено
лише методологічну процедуру валідації; її по-
вне числове виконання є предметом подальшого
дослідження за участю ПКОПД.

На основі формул (2) – (13) реалізовано інте-
рактивний веб-інструмент (СППР працівника
ПКОПД), що послідовно відтворює логіку вдос-
коналеної моделі у семи взаємопов'язаних розді-
лах (вихідні дані, порівняння G/G/c і M/M/c, де-
композиція ризику, сезонне планування штату,
прогнозування обсягів документообігу, валіда-
ція методом імітаційного моделювання, узагаль-
нення результатів прикладу).

Фрагмент інтерактивної системи підтримки
прийняття рішень працівника пункту концент-
рації обробки перевізних документів на основі
удосконаленої математичної моделі організації
документообігу ПКОПД на основі теорії масо-
вого обслуговування з розширенням її складни-
ків прогнозування попиту та імітаційної валіда-
ції наведено на рис. 5.

Рис. 5. Валідація моделі методом імітаційного моделювання

У перспективі СППР може бути розширена
підключенням до фактичних даних системи
АСК ВП УЗ-Є і отримання оперативної інфор-
мації з автоматизованих робочих місць праців-
ників комерційного господарства та клієнтів за-
лізниці.

Наукова новизна та практична значимість

Одержані результати забезпечують наукове
обґрунтування необхідності вдосконалення іс-
нуючої базової математичної моделі організації
документообігу ПКОПД. За допомогою теорії
масового обслуговування у роботі вдосконалено

процес визначення необхідного штату агентів
комерційних шляхом аналітичного оцінювання
витрат від очікування вагонів, декомпозиції ри-
зиків, урахування сезонності документообігу та
введення прогнозування обсягів робіт і валідації
моделі засобами дискретно-подієвого імітацій-
ного моделювання.

Запропонована модель дозволяє обґрунтову-
вати оптимальну чисельність агентів комерцій-
них ПКОПД, зменшувати непродуктивний про-
стій вагонів і експлуатаційні витрати, а також пі-
двищувати ефективність організації
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документообігу в умовах нерівномірного наван-
таження. Побудована СППР агента комерцій-
ного може бути корисна для покращення роботи
виробничого підрозділу «Служба роботи стан-
ції» АТ «Укрзалізниця»

Обмеження дослідження та напрями
подальшої роботи

Значення 𝐶𝑠2, 𝑘𝑖, ρ*, а також параметри згла-
джування моделі Хольта-Вінтерса потребують
оцінювання за фактичними експлуатаційними
даними реального ПКОПД у вигляді, придат-
ному для прямого оцінювання цих параметрів.

Наявний масив спостережень (9 місяців) не-
достатній для надійного оцінювання повної се-
зонної моделі Хольта-Вінтерса (потрібно 24–
36 місяців); до накопичення такого масиву слід
використовувати спрощений індексний метод
(9).

Модель (6) – (8) не враховує можливу коре-
ляцію між сусідніми змінами/добами (накопи-
чення черги з попередньої зміни), що потребує
переходу до нестаціонарної моделі черги
𝑄𝑡/𝐺/𝑐(𝑡) у подальших дослідженнях.

Практичне впровадження сезонного плану
штату (8) і резервування «про запас» за про-
гнозним довірчим інтервалом вимагає узго-
дження з трудовим законодавством щодо тим-
часового залучення персоналу в пікові місяці.

Висновки

У результаті порівняльного аналізу оптиміза-
ційної моделі організації документообігу
ПКОПД [1] та програмно реалізованого розра-
хункового модуля, що використовує апарат тео-
рії масового обслуговування, встановлено, що
обидва підходи мають взаємодоповнювальні пе-
реваги й недоліки: перший коректно фіксує нор-
мальний розподіл часу обробки документа, але
не враховує витрати на знаходження документів
у черзі, а також не розкриває аналітично ризик;
другий надає придатний для обчислення апарат
теорії масового обслуговування, проте супере-
чить встановленому нормальному розподілу
часу обробки і зводить ризик до єдиного коефі-
цієнта.

Запропонована вдосконалена модель усуває
ці недоліки шляхом: 1) застосування набли-
ження Аллена-Каннінга для системи G/G/c, що
коректно враховує параметри t̄ і σ; 2) декомпо-
зиції ризику на дев'ять складників реєстру небе-
зпек із залежністю ймовірності від завантаження
системи; 3) явного обмеження стійкості черги
ρ<1; 4) переходу до сезонного (помісячного)
планування штату П*(k); 5) доповнення

сезонного планування формальним прогнозу-
ванням обсягів документообігу методом сезон-
них індексів (з переходом до моделі Хольта-Він-
терса після накопичення 24–36 місяців даних) з
урахуванням довірчого інтервалу прогнозу при
формуванні штатного резерву;

Методологічно обґрунтовано процедуру ва-
лідації аналітичних наближень методом дискре-
тно-подієвого імітаційного моделювання з оцін-
кою довірчого інтервалу витрат і кількісної по-
хибки узгодження δ.

Наведений числовий приклад показує, що по-
точна кількість агентів комерційних відповідає
розрахунковому оптимуму вдосконаленої мо-
делі за заданих параметрів, сезонна потреба у
штаті коливається від 26 до 34 агентів залежно
від місяця; статичний штат (31 особа) є субопти-
мальним для більшості місяців. Найкритичні-
шими ризиками є нерівномірність надходжень
вантажів (R=154), відсутність зв’язку / інтернету
(R=116), нерівномірність вантажної роботи в ре-
гіоні (R=113).

Створена СППР реалізує вдосконалену опти-
мізаційну модель організації документообігу
ПКОПД: наближення Аллена-Каннінга для
черги загального вигляду G/G/c, декомпозицію
ризику на реєстр небезпек, сезонне планування
штату, просте прогнозування попиту та валіда-
цію імітаційним моделюванням.

Подальші дослідження доцільно спрямувати
на збір первинних даних, повне числове вико-
нання імітаційної валідації та практичну апроба-
цію моделі Хольта-Вінтерса на реальних
ПКОПД АТ «Укрзалізниця».
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IMPROVEMENT OF THE MODERN MODEL OF ORGANIZATION OF DOCUMENT
CIRCULATION OF RAILWAY FREIGHT TRANSPORTATION USING MASS
SERVICE METHODS

The purpose of the study is to improve the mathematical model of document flow organization of the transport
document processing concentration point (PCPTD) based on the theory of mass service with its expansion by compo-
nents of demand forecasting and simulation validation. Methodology. The paper uses the theory of mass service
(M/M/c model, Erlang-C formula) to form an improved mathematical model of document flow organization optimi-
zation for railway freight transportation, exponential smoothing methods for forecasting document flow volumes, and
discrete-event simulation modeling methods to substantiate the validation procedure of the improved model. The
results. The article presents a critical analysis of the optimization mathematical model of document flow organization
of the PCPTD, which was previously proposed to determine the required number of commercial agents with minimal
operating costs under risk conditions. It is established that the current model combines an economically justified
structure of the objective function with a formally correct method of converting stochastic document processing time
into costs through the Lebesgue-Stiltjes integral, but contains an unconnected, weakly formalized component of fi-
nancial risk 𝑅(𝑡,𝑃). Based on a comparison with a software-implemented calculation module that uses the apparatus
of the theory of mass service, an improved model is proposed that: 1) replaces the integral component with an analyt-
ically justified expression of the costs of waiting for cars in the queue according to the Allen-Canning approximation
for the G/G/c system; 2) decomposes the total risk into separate components of the hazard register, the probability of
which depends on the system load factor; 3) introduces a queue stability constraint ρ<1; 4) moves from static to
seasonal (monthly) optimization of the staff of commercial agents; 5) complements seasonal optimization with formal
forecasting of document flow volumes using exponential smoothing methods with a seasonal component; 6) provides
for validation of analytical approximations using the method of discrete-event simulation modeling with estimation
of the confidence interval and agreement error. Numerical examples of calculation are given. Scientific novelty. An
improved objective function and a system of constraints based on the theory of mass service using the Allen-Canning
approximation and risk decomposition are formed, the seasonal staff planning model is supplemented with forecasting
of document flow volumes, the procedure for validating analytical approximations using the method of discrete-event
simulation modeling with estimation of the confidence interval of costs and quantitative agreement error is methodo-
logically substantiated. Practical significance. The results obtained can be used to improve the work of the production
unit «Station Operation Service» of JSC «Ukrzaliznytsia».

Keywords: transport technologies, electronic document management, transport document processing concentration
point, queuing theory, forecasting, simulation modeling, risk-based technology, rail freight transportation.


