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1 НЕВИЗНАЧЕНИЙ ІНТЕГРАЛ 

1.1 Первісна функції 

 

Визначення. Функція  xF  називається первісною для 

функції  xf  на множині X , якщо для будь-якого значення Xx  

функція  xF  диференційована і 
 

   xfxF  .     (1.1) 

 

Приклад 1. Первісною для   xxf 2  на множині R  є функція 

  2xxF   (     xxxF 22 


 ), або   32  xxF  (     xxxF 232 


 ), і 

взагалі   CxxF  2 , RC . Тобто   CxxF  2 , RC  є загальним 

видом первісної для функції   xxf 2 . 
 

Теорема (загальний вигляд усіх первісних). Якщо  xF  - 

первісна для функції  xf , то множина всіх первісних для функції 

 xf  має вигляд 
 

  CxF  , RC .    (1.2) 

 

Визначення. Множина всіх первісних (1.2) для функції  xf  

називається невизначеним інтегралом і позначається 
 

    CxFdxxf  .    (1.3) 
 

При цьому  xf  називається підінтегральною функцією, а 

 dxxf  - підінтегральним  виразом. 

Операція знаходження невизначеного інтеграла від деякої 

функції називається інтегруванням цієї функції.  

 

1.2 Властивості невизначеного інтеграла 

 

1 Похідна невизначеного інтеграла дорівнює підінтеграль-

ній функції 
 

       xfCxFdxxf 





 . 



 5 

2 Сталий множник підінтегральної функції можна виносити 

за знак інтеграла 
 

   dxxfkdxxfk   , Rk . 

 

3 Диференціал невизначеного інтеграла дорівнює 

підінтегральному виразу 
 

    dxxfdxxfd  . 

 

4 Інтеграл від суми (різниці) дорівнює сумі (різниці) 

інтегралів 
 

        dxxgdxxfdxxgxf   . 

 

5 Якщо     CxFdxxf  , то 

 

    CbkxF
k

dxbkxf 
1

, RC .  (1.4) 

 

1.3 Таблиця інтегрування елементарних функцій 

 

Операція інтегрування є оберненою до операції 

диференціювання, тому для кожної функції з основної таблиці 

похідних можна написати відповідну їй первісну функцію 

(невизначений інтеграл). Таким чином, отримаємо таблицю 

невизначених інтегралів (таблиця 1.1). 

 

 

1.4. Основні методи інтегрування 

 

Метод безпосереднього інтегрування 

Знаходження невизначених інтегралів методом зведення їх 

до табличних (таблиця 1.1) за допомогою перетворення 

підінтегрального виразу та застосування властивостей п. 1.2 

називається методом безпосереднього інтегрування. 
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Таблиця 1.1 – Таблиця невизначених інтегралів 

1   Cxdx  8 Cxdxx  cossin  

2 
1,

1

1







 



 C

x
dxx  

9 
  Ctgx

x

dx

2cos
 

3 
Cx

x

dx
 2  

10 
  Cctgx

x

dx

2sin
 

4 
Cx

x

dx
 ln  

11 
 



C
a

x

xa

dx
arcsin

22
 

5 
C

a

a
dxa

x
x 

ln
, 1,0  aa  

12 
 



Caxx

ax

dx 22

22
ln  

6   Cedxe xx  13 
 


C

a

x
arctg

aax

dx 1

22
 

7   Cxdxx sincos  14 
 







C

ax

ax

aax
ln

2

11

22
 

 

Приклад 2. Знайти невизначені інтеграли: 
 

1) dxxx )23( 3
  ;  2) dx

x

xx


 12 23

;  3) dx
x

xx )
sin

3
cos2(

2
 ; 

4) 



dx

xx

x

)3(

32

22

2

;  5) 
 2169 x

dx
. 

 

Розв’язання: 
 

1)     C
xx

xdxxxdxdxdxxx
4

2
2

323)23(
42

33  

C
xx

x 
22

3
42

; 

 

2) 


  
x

dx
xdxdxx

x

dx
dx

x

x
dx

x

x
dx

x

xx
22

12 2
2323

 

Cxx
x

 ln
3

2
3

; 
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3)  
x

dx
dxxdxdx

x
x xx

22 sin
3cos2)

sin

3
cos2(  

Cctgxx
x

 3sin
2ln

2
; 

 

4)   








dx

xx

xx
dx

xx

x

)3(

3

)3(

32

22

22

22

2

 




















dx

xx

x

xx

x

)3(

3

)3( 22

2

22

2

 

 















  

 Cx
x

arctgdxx
x

dx
dx

xx

12

2222 33

1

3

1

3

1

C
x

x
arctg 

1

33

1
; 

 

5) C
x

x

dx

x

dx

x

dx




















3

4
arcsin

4

1

4

3
4

1

16

9
4169 2

222
. 

 

Відповідь:  

1)  dxxx )23( 3
C

xx
x 

22
3

42

; 

2) dx
x

xx


 12 23

Cxx
x

 ln
3

2
3

; 

3) dx
x

xx )
sin

3
cos2(

2
 Cctgxx

x

 3sin
2ln

2
; 

4)  



dx

xx

x

)3(

32

22

2

C
x

x
arctg 

1

33

1
; 

5) C
x

x

dx





3

4
arcsin

4

1

169 2
. 

 

Приклад 3. Використовуючи властивість (5), знайти 

невизначені інтеграли: 
 

1) dxe x


3 ; 2) 
 32x

dx
; 3) 

 53x

dx
; 4) dx

x


2

3 ; 5) 
 


 254x

dx
; 

6) 
 2942 xx

dx
. 
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Розв’язання: 

1) використовуємо формулу   Cedxe xx  і властивість (5), в 

якій   xexf  ,   xexF   ( 0,3  bk ), та отримаємо 
 

Cedxe xx 
33

3

1
; 

 

2) за табличним інтегралом Cx
x

dx
 ln  та властивістю (5), 

де  
x

xf
1

 ,   xxF ln , 3,2  bk , 

 

Cx
x

dx



 32ln

2

1

32
; 

 

3) за табличним інтегралом (3) таблиці 1.1 та за властивістю 

(5) 
 

 
x

xf
1

 ,   xxF 2 , 3k , 5b    Cx
x

dx



 53

3

2

53
; 

 

4) за таблицею 1.1. та за властивістю (5) 
 

 
x

xf 3 ,  
3ln

3
x

xF  , 
2

1
k , 0b    

CCdx

x
x

x


2

2
2

3
3ln

2

3ln

3

2

1

1
3 ; 

 

5) аналогічно 
 

 
2

1

x
xf  ,  

x
xF

1
 , 4k , 5b    

   
C

xx

dx








544

1

54
2

; 

 

6) спочатку виділимо в знаменнику повний квадрат 

відносно x  
 

    25225222294
2222  xxxxx , тоді 
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C
x

arctg
x

arctgxF

x
xf

x

dx

xx

dx


















5

2

5

1

5

2

5

1

;
52

1

252294

22

22
. 

 

Відповідь:  

1) Cedxe xx 
33

3

1
; 2) Cx

x

dx



 32ln

2

1

32
; 

3) Cx
x

dx



 53

3

2

53
; 4) Cdx

xx


22

3
3ln

2
3 ; 

5) 
   

C
xx

dx








544

1

54
2

; 6) C
x

arctg
xx

dx








5

2

5

1

2942
. 

 

Метод заміни змінної 

Суть методу полягає в такому: необхідно замінити новою 

змінною таку частину підінтегральної функції, при 

диференціюванні якої отримаємо частину, що залишилась від 

підінтегрального виразу (не враховуючи сталого множника, на 

який завжди можна помножити або поділити підінтегральний 

вираз). 

Приклад 4. Знайти невизначені інтеграли: 
 

1) xdxxcossin 2
 ; 2)   dxxx 273 5  ; 3) dx

x

x


ln
. 

 

Розв’язання: 
 

1) 
 

C
x

C
t

dtt
xdxdxxdt

xt
xdxx 







 

3

sin

3cossin

sin
cossin

33
22 ; 

 

2)     












3

35

5

5

2

23

3

273

dt
dxx

dxxdxxdt

xt

dxxx   dtt7

3

1
 

 
C

x
C

t





24

5

83

1 838

; 
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3) 
 

  CxC
t

dtt

x

dx
dxxdt

xt

dx
x

x









 
2

3

ln
3

2

3

2

ln

ln
ln 2

3

. 

 

Відповідь:  

1) C
x

xdxx 
3

sin
cossin

3
2 ; 2)    dxxx 273 5

 
C

x




24

5
83

;  

3)   Cxdx
x

x


2
3

ln
3

2ln
. 

 

Метод інтегрування частинами 

Метод інтегрування частинами застосовується у випадку, 

коли підінтегральна функція складається з добутку двох 

множників певного виду.  

Формула інтегрування частинами має такий вигляд: 
 

  vduuvudv .     (1.5) 

 

Основну частину інтегралів, які обчислюють методом 

інтегрування частинами, можна поділити на три групи: 

І Інтеграли виду   dxexP x ,   xdxxP sin ,   xdxxP cos , де 

 xP  - поліном, 0,   R . 

У цьому випадку через u  позначають поліном  xP , а через 

dv  - всю іншу частину підінтегрального виразу.  
ІІ  Інтеграли виду   xdxxP arcsin ,   xdxxP arccos , 

  arctgxdxxP  ,   arcctgxdxxP  ,   xdxxP ln ,   dxxxP alog , де 

 xP  – поліном. 

У цьому випадку через dv  позначають  dxxP , а всю іншу 

частину підінтегрального виразу – через u . 

ІІІ  Інтеграли виду  dxxe x  sin ,  dxxe x  cos , де 

,, R 0,0   . 

У цьому випадку через u  позначають, наприклад, xe  і 

застосовують формулу інтегрування частинами (1.5) двічі, 

повертаючись у результаті до даного інтеграла, після чого цей 

інтеграл виражається з отриманої рівності. 
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Зауваження: 

У деяких випадках для знаходження інтеграла формулу 

інтегрування частинами (1.5) необхідно застосовувати кілька 

разів.  

Метод інтегрування частинами також комбінують з 

іншими методами. 

 

Приклад 5. Методом інтегрування частинами знайти 

невизначені інтеграли: 

1) dxex x


 3
; 2)   xdxx ln12  ; 3) dxxe x cos3  . 

Розв’язання: 

1) 
 














 xx

x

x

edxevdxdxxdu

dxedvxu

dxex
33

3

3

3

1
,

,

 

 

Ceexdxeex xxxx  


3333

9

1

3

1

3

1

3

1
; 

 

2)  
 

   











x
x

dxxv
x

dx
dxxdu

dxxdvxu

xdxx

3
1,ln

1,ln

ln1 3
2

2

2  

 

 


























































 dx

x
xx

x

x

dx
x

x
xx

x
1

3
ln

33
ln

3

2333

 

 

Cx
x

xx
x

















9
ln

3

33

; 

 

3) 
 














xdxxvdxedxedu

dxxdveu
dxxe

xx

x
x

sincos3

cos
cos

33

3
3

 

 










xdxxvedu

xdveu
dxxexe

x

x
xx

cossin3

sin
sin3sin

3

3
33  
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    Cdxxexexe xxx cos3cos3sin 333  
 

.cos9cos3sin 333 Cdxxexexe xxx    

 

Відносно невідомого інтеграла dxxeІ x cos3    складаємо 

рівняння 
 

CІxexeІ xx  9cos3sin 33  
 

та отримаємо розв’язок 
 

  CxexeІ xx  cos3sin
10

1 33 . 

 

Відповідь:  

1) 
 dxex x3 Ceex xx   33

9

1

3

1
; 

2)    xdxx ln12 Cx
x

xx
x

















9
ln

3

33

; 

3) dxxe x cos3    Cxexe xx  cos3sin
10

1 33 . 

 

 

2 ВИЗНАЧЕНИЙ ІНТЕГРАЛ 

 

2.1 Визначення визначеного інтеграла 

 

Розглянемо неперервну на інтервалі  ba;  функцію  xfy   

(рисунок 2.1.). 
Припустимо, що функція   0xf  на інтервалі  ba; . 

Необхідно обчислити площу криволінійної трапеції, обмеженою 
кривою  xfy   та прямими 0,,  ybxax . 

Розіб’ємо інтервал  ba;  на n  відрізків довжиною 

nxxx  ...,,, 21  відповідно. На кожному відрізку  1; ii xx  

виберемо довільну точку nii ,...,2,1,  . Відповідні значення 

функції в цих точках   nif i ,...,2,1,  . Тоді наближене значення 

площі криволінійної трапеції дорівнює 
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  i

n

i
i xfS  

1

 , 

 

де   i

n

i
i xf 

1

  називається інтегральною сумою. 

 

x

y

ix 1ix

 xfy 

0
ia b

 

Рисунок 2.1 – Побудова інтегральної суми на прикладі 

визначення площі криволінійної трапеції 

 

Точне значення цієї площі отримаємо, якщо перейдемо до 

границі 
 

  i

n

i
i

x

xfS

i

 
 10max

lim  . 

 

Визначення. Визначеним інтегралом функції  xfy   на 

інтервалі  ba;  називається границя суми 
 

    


b

a
i

n

i
i

x

dxxfxf

i 10max
lim  .   (2.1) 

 

Числа a  і b  – це нижня і верхня межі інтегрування 

відповідно. 
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Зауваження: 

  Величина визначеного інтеграла (2.1) залежить від 

підінтегральної функції  xf , меж інтегрування ba,  і не залежить 

від змінної інтегрування, тобто 
 

    
b

a

b

a

dttfdxxf . 

 

Очевидно, що  
 

    
a

b

b

a

dxxfdxxf . 

 

Геометричний зміст визначеного інтеграла 

Якщо   0xf  на інтервалі  ba; , то  
b

a

dxxf  – це площа 

криволінійної трапеції, обмеженої лініями  xfy  , 

0,,  ybxax . 

 

Економічний зміст визначеного інтеграла 

Якщо  tfy   – продуктивність праці в момент часу t , то 

обсяг продукції, що випускається за проміжок часу: 

   T;0  обчислюється за 
 

   
T

dttfTQ

0

;     (2.2) 

 

   21;tt  обчислюється за  
 

   
2

1

21;

t

t

dttfttQ .    (2.3) 

 

2.2 Властивості визначеного інтеграла 
 

1     
b

a

b

a

dxxfkdxxfk , constk  , Rk . 
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2   0
a

a

dxxf . 

 

3          
b

a

b

a

b

a

dxxfdxxfdxxfxf 2121 . 

 

4 Для будь-яких точок Rcba ,, ,  bac ;  справедлива така 

рівність (рисунок 2.2): 
 

       
c

a

b

c

b

a

dxxfdxxfdxxf . 

 

x

y  xfy 

0 a bc

 

Рисунок 2.2 – Властивість 4 

 

5 Якщо    xxf   на інтервалі  ba; , то виконується 

нерівність 
 

    
b

a

b

a

dxxdxxf  . 
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6 Нехай m  і M  – найменше та найбільше значення функції 

 xfy   на інтервалі  ba;  відповідно. Тоді справедлива подвійна 

нерівність  
 

     abMdxxfabm
b

a

  . 

 

7 Теорема про середнє значення функції. Нехай функція  xf  – 

неперервна на інтервалі  ba; . Тоді на цьому інтервалі існує хоча б 

одна точка cx   ( bca  ), така, що 
 

    abcfdxxf
b

a

 . 

 

2.3 Формула Ньютона-Лейбніца 

 

Якщо функція  xf  неперервна на інтервалі  ba;  і відома її 

первісна  xF , то визначений інтеграл від функції  xf  можна 

обчислити за формулою 
 

       aFbFxFdxxf

b

a

b

a

 .   (2.4) 

 

Це формула Ньютона-Лейбніца. Іноді її називають 

основною формулою інтегрального числення.  

 

Приклад 6. Обчислити визначені інтеграли: 

1) 
2

1

3dxx ;   2) dxx

1

0

4 ;   3) 
2

4

cos





xdx . 

 

Розв’язання. За формулою (2.4) обчислюємо: 
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1) 
   

4

15

4

1
4

4

1

4

2

4

44
2

1

42

1

3 
x

dxx ; 

 

2)  
4ln

3
44

4ln

1

4ln

4
4 01

1

0

1

0


x

xdx ; 

 

3) 
2

22

2

2
1

4
sin

2
sinsincos

2

4

2

4














xdxx . 

 

Відповідь: 

1) 
4

152

1

3  dxx ;  2) 
4ln

3
4

1

0

 dxx
;  3) 

2

22
cos

2

4








xdx . 

 

2.4 Заміна змінної у визначеному інтегралі 

 

Розглянемо інтеграл 

 

 
b

a

dxxf . 

 

Введемо функцію  tx  , тобто зробимо заміну змінної. 

Нехай виконуються умови: 

1)     ba   , ; 

2) функції       tftt  ,,   неперервні на інтервалі  ba; . Тоді 

справедливе співвідношення 
 

      dtttfdxxf
b

a






  .   (2.5) 
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Приклад 7. Методом заміни змінної обчислити визначені 

інтеграли: 
 

1) 


2

0
221 x

xdx
; 2) 

 
dx

x

xe

e



2 2

3ln
; 3) dxxx 

3

0

1 . 

 

Розв’язання. За формулою (2.5) обчислюємо: 
 

1) 
 



















9

1

9

1

9

1

2

2

2

2

2

0
2 2

1

4

2

4

1

9221

1021

421

21

21

tt
t

dtxdxdxxdt

xt

x

xdx





 

 

  119
2

1
 ; 

 

2) 
     
















33

5

4

35

4

2

2

2

45
3

1

3

53ln

43ln

3ln

3ln

3ln
2

t
dtt

e

e

x

dx
dxxdt

xt

dx
x

xe

e




 

 

 
3

61
64125

3

1
 ; 

 

3) 

 
    
















  dttttdttt

tdtdttdx

tx

xt

xt

dxxx
2

1

24
2

1

2

2

2

2

3

0

221

213

101

21

1

1

1

1
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15

116

3

1

5

1

3

2

5

2
2

35
2

3535
2

1

35





























































tt
. 

 

Відповідь:  

1) 1

21

2

0
2





x

xdx
;  2) 

 
3

613ln
2 2




 dx
x

xe

e

;  3) 
15

116
1

3

0

 dxxx . 

 

Приклад 8. Визначити об’єм випуску продукції  tQ , 

виробленої за проміжок часу  T;0 , якщо продуктивність праці 

характеризується функцією  tf , де t , год: 

1)   124162,3 2  tttf , 3T  год; 

2)   5
43

2





t
tf , 4T  год. 

 

Розв’язання. За формулою (2.2) отримаємо: 
 

1)     













 

3

0

233

0

2 124
2

16
3

2,3124162,33 t
tt

dtttTQ  

 

2,415312438
3

3
2,3 2

3

  (умов. од.);  

 

2)   




























  45443ln

3

2
543ln

3

2
5

43

2
4

4

0

4

0

ttdt
t

TQ  

 

9,20204ln
3

2
4ln

3

2
2016ln

3

2
05403ln

3

2









  (умов. од.).  

 

Відповідь: 1) 415,2 (умов. од.);  2) 9,20  (умов. од.). 
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2.5 Інтегрування частинами 

 

Нехай функції    xvxu ,  неперервні разом зі своїми 

похідними на інтервалі  ba; . Запишемо співвідношення 
 

  vuvuuv 
 . 

 

Проінтегруємо це співвідношення на інтервалі  ba; : 
 

    


b

a

b

a

b

a

dxvuvdxudxuv . 

 

Таким чином, отримаємо формулу інтегрування частинами 

для визначеного інтеграла: 
 

 
b

a

b

a

b

a

vduuvudv .    (2.6) 

 

Приклад 9. Методом інтегрування частинами обчислити 

визначені інтеграли: 

1)   
1

0

12 dxex x
; 2) 

2

1

ln dxx . 

Розв’язання. За формулою (2.6) отримаємо: 

 

1)  
 













xx

x
x

edxevdxdxxdu

dxedvxu
dxex

212

12
12

1

0

 

 

  12213213212
1

0

1

0

1

0
  eeeeedxeex xxx ; 

 

2) 
 













xdxv

x

dx
dxxdu

dxdvxu

dxx
ln

ln

ln
2

1
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.12ln2122ln22ln21ln2ln2ln
2

1

2

1

2

1

2

1

  xdx
x

dx
xxx  

Відповідь: 1)   112
1

0

 edxex x ; 2) 12ln2ln
2

1

 xdx . 

 

 

3 ДИФЕРЕНЦІАЛЬНІ РІВНЯННЯ 

 

3.1 Визначення диференціального рівняння 

 

Визначення. Диференціальним рівнянням називається 

рівняння, яке зв’язує незалежну змінну x , функцію y  та похідні 

 nyyy ...,,,  . 

Позначається диференціальне рівняння так: 
 

   .0...,,,,  nyyyxF     (3.1) 

 

Визначення. Порядком диференціального рівняння (3.1) 

називається порядок найвищої похідної, що входить у рівняння.  

Приклад 10. Визначити порядок диференціального 

рівняння: 

1) 0ln2  xyyx  - рівняння першого порядку; 

2) 23 yyxey xy   - рівняння другого порядку. 

 

3.2 Диференціальні рівняння першого порядку 

 

Диференціальне рівняння першого порядку має вигляд 
 

  ,0,, yyxF      (3.2) 

 

де x  – незалежна змінна; 

y  – невідома функція; 

y  – похідна невідомої функції. 

Якщо рівняння (3.2) можна розв’язати відносно похідної y , 

то його записують у вигляді 
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 yxfy ; .     (3.3) 

 

Визначення. Розв’язком диференціального рівняння першо-

го порядку називається така функція  xy  , яка при підстановці 

в рівняння (3.2) (або (3.3)) перетворює його на тотожність. 

Визначення. Загальним розв’язком диференціального 

рівняння першого порядку (3.2) (або (3.3)) називається функція 

 Cxy ; , яка при будь-якому значенні сталої C  є розв’язком 

цього рівняння.  

Визначення. Частинним розв’язком диференціального 

рівняння першого порядку називається будь-яка функція 

 0;Cxy  , отримана із загального розв’язку при певному 

значенні 0CC  . 

Визначення. Графік розв’язку  xy   диференціального 

рівняння першого порядку на площині XOY  називається 

інтегральною кривою. Загальному розв’язку відповідає 

сукупність (сімейство) інтегральних кривих.  

Інколи серед всіх розв’язків диференціального рівняння 

першого порядку потрібно знайти такий розв’язок, який 

задовольняє умову 0yy   при 0xx  . Така умова називається 

початковою і позначається як 
 

  00 yxy   або 00
yy xx  .    (3.4) 

 

З геометричної точки зору це означає, що з сімейства 

інтегральних кривих, які визначаються загальним розв’язком 

рівняння, потрібно виділити ту інтегральну криву, яка проходить 

через точку  00; yx . 

Визначення. Задача знаходження частинного розв’язку 

 xy   диференціального рівняння першого порядку, який 

задовольняє початкову умову (3.4), називається задачею Коші. 

Зауваження:  

Часто в процесі розв’язання диференціального рівняння 

першого порядку не вдається одержати розв’язок у явному 

вигляді  Cxy ; , а отримують співвідношення 
 

  0;; CyxФ ,     (3.5) 
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яке неявно визначає загальний розв’язок рівняння. 

Співвідношення (3.5) називається загальним інтегралом 

диференціального рівняння першого порядку (3.2) або (3.3). 

Співвідношення  
 

  0;; 0 CyxФ ,                                   (3.6) 

 

яке отримано зі співвідношення (3.5) і задовольняє умову (3.4), 

називається частинним інтегралом. 

Приклад 11. Для диференціального рівняння xy 2  

загальним розв’язком буде множина функцій  
 

Cxy  2 . 

 

Це можна перевірити шляхом підстановки в рівняння 
 

  xCx 22 


 . 

 

Знайдемо частинний розв’язок даного рівняння, який 

задовольняє початкову умову   52 y : 
 

  1,5422 000
2  CCCy . 

 

Отримаємо частинний розв’язок 12  xy . 

Відповідь: загальний розв’язок Cxy  2 , частинний 

розв’язок 12  xy . 

 

3.2.1 Диференціальні рівняння з відокремлюваними 

змінними 

Диференціальне рівняння з відокремлюваними змінними 

має вигляд 
 

   ygxfy  ,     (3.7) 

 

де  xf  і  xg  – неперервні на деякому інтервалі функції.  

Враховуючи, що 
dx

dy
y  , з рівняння (3.7) отримаємо 
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    .0,

;

;







ygdxxf
yg

dy

dxygxfdy

ygxf
dx

dy

 

 

Інтегруючи обидві частини останнього рівняння, отримаємо 

загальний інтеграл диференціального рівняння з 

відокремлюваними змінними: 
 

 
   dxxf

yg

dy
. 

 

Приклад 12. Знайти загальний розв’язок диференціального 

рівняння  
 

92 


x

y
y . 

 

Розв’язання. Враховуючи, що 
dx

dy
y  , отримаємо 

 

;
9

;
9

2

2

dx
x

y
dy

x

y

dx

dy







 

0,
92




 y
x

dx

y

dy
 - рівняння з відокремлюваними змінними. 

 

Інтегруємо обидві частини: 
 

;
3

3
lnln

;ln
3

3
lnln

;ln
3

3
ln

32

1
ln

;
9

6
1

6
1

2






































 

x

x
Cy

C
x

x
y

C
x

x
y

x

dx

y

dy
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.
3

3

;
3

3

6

6
1




















x

x
Cy

x

x
Cy

 

 

При відокремлюванні змінних інтегральна крива   0xy  

була втрачена, але вона потрапляє у загальний розв’язок 

диференціального рівняння. 

Відповідь: загальний розв’язок .
3

3
6






x

x
Cy  

 

Приклад 13. Знайти частинний інтеграл диференціального 

рівняння  
 

 

 







.11

;

y

yxyyxxy
 

 

Розв’язання. Знайдемо загальний розв’язок (загальний 

інтеграл) диференціального рівняння: 
 

 

   

   

   
.0,0,

11

;11

;11

;













xydx
x

x
dy

y

y

dxxydyyx

xy
dx

dy
yx

yxyyxxy

 

 

Отримали рівняння з відокремлюваними змінними. 

Проінтегруємо обидві частини: 
 

   

.lnlnln

;lnlnln

;
1

1
1

1

;
11

Cyxxy

Cxxyy

dx
x

dy
y

dx
x

x
dy

y

y
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Таким чином, загальний інтеграл диференціального 

рівняння має вигляд 
 

Cxyxy ln . 
 

При відокремлюванні змінних були втрачені частинні 

розв’язки диференціального рівняння, а саме 
 

0y  та 0x . 
 

Але жоден з цих частинних розв’язків не належить до 
початкової умови прикладу. Тому в подальшому розв’язки 0y  

та 0x  не розглядаємо. 
Підставимо початкові умови в загальний інтеграл та 

отримаємо частинний інтеграл диференціального рівняння: 
 

1ln11  CC . 
 

Отже, частинний інтеграл 
 

xyxy ln . 
 

Відповідь: частинний інтеграл xyxy ln . 
 

Приклад 14. Знайти обсяг реалізованої продукції  tyy   за 

час 3t  (доб), якщо модель зростання в умовах конкурентного 
ринку має вигляд  

 

 

 







.50

,87,0

y

yyy
 

 

Розв’язання. Знайдемо загальний розв’язок (загальний 

інтеграл) диференціального рівняння  yyy  87,0 : 
 

 

 

 

   









.7,0
8

;8,0,7,0
8

;87,0

;87,0

dt
yy

dy

yydt
yy

dy

dtyydy

yy
dt

dy
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Аналогічно прикладу 3 обчислюємо інтеграл лівої частини: 
 

     












 

164888 22 y

dy

yy

dy

yy

dy

yy

dy
 

.
8

ln
8

1

44

44
ln

42

1
C

y

y
C

y

y











  

 

Отримаємо загальний інтеграл диференціального рівняння 
 

Ct
y

y



 7,0

8
ln

8

1
. 

 

Після алгебраїчних перетворень: 
 

Ct
y

y
86,5

8
ln 


; 

Cte
y

y 86,58 


. 

 

Позначимо через CeC 8
1

  та отримаємо: 
 

teC
y

y 6,5
1

8 


; 

teyCy 6,5
18  ; 

  81 6,5
1   teCy ; 

teC
y

6,5
11

8


 , .01 6,5

1   teC  

 

Запишемо загальний розв’язок диференціального рівняння 
 

teC
y

6,5
11

8


 , .01 6,5

1   teC  

 

При відокремленні змінних були втрачені інтегральні криві: 

 

  0ty  та   8ty . 
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Жодна з цих інтегральних кривих не задовольняє початкову 

умову прикладу. Тому ці інтегральні криві в подальшому можна 

не розглядати.  

За початковою умовою   50 y  обчислюємо сталу 1C : 

  5
1

8

1

8
0

1
06,5

1








 CeC

y ; 

5

8
1 1 C ; 

6,0
5

3
1 C . 

 

Таким чином отримаємо частинний розв’язок 

диференціального рівняння 

te
y

6,56,01

8


 . 

 

Обчислюємо обсяг реалізованої продукції за 3 доби 

  8
6,01

8

6,01

8
3

8,1636,5








 ee
y  ум. од. 

 

Відповідь: 8 ум. од. 
 

 

3.2.2 Однорідні диференціальні рівняння 

Визначення. Диференціальне рівняння  yxfy ;  

називається однорідним, якщо функція  yxf ;  є однорідною, 

тобто    yxfyxf ;;   для всіх  . Однорідне диференціальне 

рівняння можна записати у вигляді 
 

.









x

y
fy      (3.8) 

 

Однорідне диференціальне рівняння розв’язується за 

допомогою підстановки 

,

,

txty

xty




     (3.9) 

 

де  xtt   – невідома функція. 
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В результаті отримують рівняння з відокремлюваними 

змінними. 

 

Приклад 15. Розв’язати однорідне диференціальне рівняння 
 

2

2

2 xxy

xyy
y




 . 

 

Розв’язання. Виконуємо заміну рівняння (3.9) та отримаємо 
 

;
2 2

222

xxtx

txxt
txt




  

 
 

;
122

22






tx

ttx
txt  

;
12

2

t
t

tt
xt 




  

;
12

2 22






t

tttt
xt  

;
12

2




t

t
xt  

;
12

2




t

t
x

dx

dt
 

;
12

2

dx
t

t
xdt 


  

 
;0,

12

2



t

x

dx
dt

t

t
 

 
;

12

2  


x

dx
dt

t

t
 

;
12

2  









x

dx
dt

tt
 

;lnln
1

ln2 Cx
t

t   

;0
1

lnlnln2 
t
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Повертаючись до заміни, 0ln:

2











y

x

x

y
Cx

x

y
t ; 

0ln
2


y

x

x

y
C . 

При відокремлюванні змінних була втрачена інтегральна 

крива   0xy , яка також є розв’язком диференціального рівняння. 

Відповідь: загальний інтеграл диференціального рівняння  
 

0ln
2


y

x

x

y
C , 0y . 

 

3.2.3 Лінійні диференціальні рівняння першого порядку 

Визначення. Лінійним диференціальним рівнянням першого 

порядку називається рівняння вигляду 
 

   xqyxpy  ,    (3.10) 
 

де  xp  і  xq  – задані і неперервні на деякому інтервалі функції. 

Розв’язок рівняння (3.10) знаходять у вигляді заміни 
 

vuy  ,     (3.11) 
 

де  xuu   та  xvv   – невідомі функції. 

Після підстановки формули (3.11) в рівняння (3.10) задане 

рівняння перетворюється на систему двох рівнянь з 

відокремлюваними змінними: 
 

     ,xqyxpuv   

   

    .

,

xqvxpvuvu

xquvxpvuvu




 

 

І   0 vxpv  та ІІ  xqvu   

 

Приклад 16. Розв’язати диференціальне рівняння 
 

2

22 xexxyy  . 
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Розв’язання. За формулою (3.11) отримаємо 
2

22 xexuvxvuvu   або 

 
2

22 xexxvvuvu  . 
 

Звідси система двох диференціальних рівнянь 
 

І. ;02  xvv  

ІІ. .2
2xexvu   

 

Знайдемо спочатку будь-який частинний розв’язок першого 

рівняння: 
 

;02  xvv  

;2xvv   

;2xv
dx

dv
  

;2xdx
v

dv
  

;2  xdx
v

dv
 

.ln 2 Сxv   
 

Оскільки нам потрібен будь-який частинний розв’язок, то 

будемо вважати, що 0C , тобто  
 

2ln xv   або 
2xev  . 

 

Підставляємо отриманий розв’язок в друге рівняння 
 

.

;2

;2

;2

;2

2

22

Cxu

xdxdu

xdxdu

xu

exeu xx















 

Таким чином, отримаємо   22 xeCxuvy  . 

Відповідь: загальний розв’язок   22 xeCxy  . 
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ЕЛЕМЕНТИ ТЕОРІЇ ЙМОВІРНОСТЕЙ 

4 ВИПАДКОВІ ПОДІЇ. ТЕОРЕМИ ТЕОРІЇ ЙМОВІРНОСТЕЙ 

 

4.1 Предмет теорії ймовірностей. Види подій 

 
Всі події, які ми спостерігаємо, діляться на достовірні, 

неможливі та випадкові. 
Визначення. Достовірною називається така подія, яка при 

виконанні певних умов обов’язково відбудеться.  
Достовірна подія позначається символом   («омега»). 
Визначення. Неможливою називається така подія, яка при 

виконанні певних умов обов’язково не відбудеться.  
Неможлива подія позначається символом Ø («порожня 

множина»). 

Визначення. Випадковою називають таку подію, яка при 

виконанні певних умов може відбутися або не відбутися. 

Випадкові події позначають великими латинськими літерами:  

,....,,,...;,,,...;,, 321321 BBBAAACBA  

 

Приклад 17. Випадковими подіями є: 

1) наявність або відсутність у касі квитка на даний потяг; 

2) наявність вагона, що потребує ремонту, у потязі, який 

прибув на станцію; 

3) відмова у роботі деякого обладнання. 
Випадкові події в масі спостережень підпорядковані певним 

характерним лише для них невипадковим законам. Математична 
наука, що вивчає закономірності масових подій, називається 
теорією ймовірностей. Науку, що використовує теорію ймовір-
ностей для обробки числових одиниць інформації як наслідків 
експерименту, називають математичною статистикою.  

Предметом теорії ймовірностей є моделі експериментів з 
випадковим результатом.  

Будемо розглядати тільки такі експерименти 
(випробування), які можна повторити при незмінних певних 
умовах довільну кількість разів. Будь-який результат, що 
спостерігатиметься, будемо інтерпретувати як випадковий 
результат експерименту, тобто випадкову подію.  
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Подія – це результат випробування. 

Визначення. Події називаються несумісними, якщо поява 

однієї з них виключає появу інших в одному і тому самому 

випробуванні. 

Події називаються єдино можливими, якщо поява в 

результаті випробування однієї і тільки однієї з них є 

достовірною подією. 

Взаємовиключні наслідки випробування називають 

елементарними подіями і позначають ,...3,2,1, ii . 

Сукупність всіх елементарних подій ,...3,2,1, ii  називається 

простором елементарних подій і позначається  . 

 

4.2 Алгебра подій 

 

1 Сумою двох подій A  і B  називається така подія BAC  , 

яка полягає в появі принаймні однієї з них (рисунок 4.1). 

 

 
Ω

ВА

 
 

Рисунок 4.1 – Схематичне зображення суми двох подій A  і B  

 

2 Добутком двох подій A  і B   називається така подія 

ABC  , яка полягає в сумісній появі A  і B  (рисунок 4.2). 

 

 
Ω

ВА

 
 

Рисунок 4.2 – Схематичне зображення добутку двох подій A  і B  
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3 Різницею двох подій A  і B  називається така подія 

BAC  , яка полягає в появі події A  за умови ненастання події 

B  (рисунок 4.3). 
 

 
 

Ω
ВА

 

 
 

Рисунок 4.3 – Схематичне зображення різниці двох подій A  і B  

 

Визначення. Випадкові події nAAA ,...,, 21  утворюють повну 

групу подій, якщо: 

1) вони попарно несумісні, тобто ji AA Ø при 

njniji ,1,,1,  ; 

2) настання хоча б однієї з подій nAAA ,...,, 21  є достовірною 

подією, тобто  nAAAA ...321 . 

Зауваження: 

  Протилежною до події A  називається подія A , яка 

полягає в ненастанні події A .  

  Якщо подія A  обов’язково відбувається, коли 

відбувається подія B , то будемо називати подію A  наслідком 

події B   ABабоBA  . 

  Якщо подія A  є наслідком події B , а подія B  є наслідком 

події A , то ці події збігаються ( BA  ). 

  Події A  і B  називаються несумісними, якщо одночасне їх 

настання неможливе, тобто AB Ø. 

  Якщо AB Ø, то випадкові події A  і B  називають 

сумісними.  

 

Приклад 18. Технічний контроль перевіряє якість двох 

приладів. Необхідно знайти: 

1) простір елементарних подій; 

2) подію A {обидва прилади якісні}; 

3) подію B {хоча б один з приладів є неякісним}; 
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4) подію С {серед перевірених приладів тільки один 

неякісний}; 

5) подію BA  ; 

6) подію AB ; 

7) подію CB  ; 

8) подію BC . 

Розв’язання. Введемо позначення: 

«Я» – прилад якісний, 

«Н» – прилад неякісний. 

Таким чином, результати перевірки двох приладів можна 

записати: 

1) простір елементарних подій  {ЯЯ, ЯН, НЯ, НН}; 

2) подія A {ЯЯ}; 

3) подія B {НЯ, ЯН, НН}; 

4) подія С {НЯ, ЯН}; 

5) подія  BA ; 

6) подія AB Ø – неможлива подія; 

7) подія BCB   – хоча б один з приладів є неякісним; 

8) подія CBC   – серед перевірених приладів тільки один 

неякісний. 

 

Відповідь:  

1)  {ЯЯ, ЯН, НЯ, НН}; 2) A {ЯЯ};  

3) B {НЯ, ЯН, НН}; 4) С {НЯ, ЯН};  

5)  BA ; 6) AB Ø; 7) BCB  ; 8) CBC  . 

 

 

4.3 Класичне визначення ймовірності 

 

Визначення. Ймовірністю випадкової події A  називається 

невід’ємне число )(AP , що дорівнює відношенню числа 

елементарних подій )0( nmm  , які сприяють появі події A , до 

кількості всіх рівноможливих несумісних елементарних подій n , 

що утворюють повну групу: 
 

.)(
n

m
AP        (4.1) 
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Властивості ймовірності події: 

1) ;1)(0  AP  

2) 1)( P  − ймовірність достовірної події дорівнює 1; 

3) (P Ø)=0 – ймовірність неможливої події дорівнює 0. 

 

Зауваження. Використання класичного визначення 

ймовірності є обмеженим через те, що весь простір елементарних 

подій не завжди вдається розбити на рівноможливі події. 

 

Приклад 19. З урни, що містить 10 куль, серед яких 6 білих, 

навмання дістанемо одну кулю. Знайти ймовірність того, що 

вийнята куля є білою. 

Розв’язання. За умовою подія A {навмання вийнята куля є 

білою}. За формулою (4.1) отримаємо ймовірність події A : 
 

  6,0
10

6
AP . 

 

Відповідь: 0,6.  

 

 

4.4 Статистичне визначення ймовірності 

 

Визначення. Відносною частотою )(Aw  випадкової події A  

називається відношення кількості випробувань m , при яких подія 

A  спостерігалася, до загальної кількості n  проведених 

випробувань: 
 

.)(
n

m
Aw       (4.2) 

 

Очевидно, для відносної частоти виконується нерівність 
 

.1)(0  Aw  

 

Визначення. Число, навколо якого групується значення 

відносної частоти події A  при великій кількості випробувань, 

називають імовірністю події A : 
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).(lim)( AwAP
n 

     (4.3) 

 

Таким чином, має місце статистична стійкість, яка полягає в 

тому, що при багатократних випробуваннях відносна частота, 

мало змінюючись, коливається навколо деякого числа, яке є 

ймовірністю події. Згідно зі статистичним визначенням за 

ймовірність події приймається відносна частота або число, 

близьке до неї. 

Зауваження. Перевага статистичного визначення 

ймовірності полягає в тому, що в його основі лежить 

випробування. При цьому маємо й недоліки: необхідність великої 

кількості випробувань для впевненого визначення ймовірності. 

Приклад 20. Відділ технічного контролю виявив у партії з 

70 деталей 3 браковані деталі. Знайти відносну частоту 

бракованих деталей. 

Розв’язання. За формулою (4.2) обчислюємо  
 

.
70

3
)( Aw  

 

Відповідь: 
70

3
. 

 

 

4.5 Теорема додавання ймовірностей подій 

 

Теорема (теорема додавання ймовірностей несумісних 

подій). Ймовірність появи однієї з двох несумісних подій, 

байдуже якої, дорівнює сумі ймовірностей цих подій: 
 

).()()( BPAPBAP      (4.4) 

 

Наслідок. Ймовірність появи однієї з декількох попарно 

несумісних подій, байдуже якої, дорівнює сумі ймовірностей цих 

подій: 
 

).(...)()()...( 2121 nn APAPAPAAAP    (4.5) 
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Зокрема для трьох подій 
 

).()()()( CPBPAPCBAP     (4.6) 

 

Теорема (теорема додавання ймовірностей сумісних 

подій). Ймовірність появи однієї з двох сумісних подій, байдуже 

якої, дорівнює сумі ймовірностей цих подій без ймовірності їх 

одночасної появи: 
 

 .)()()( ABPBPAPBAP     (4.7) 

 

Зауваження. Сума ймовірностей подій nAAA ,...,, 21 , що 

утворюють повну групу, дорівнює одиниці: 
 

.1)(...)()( 21  nAPAPAP    (4.8) 

 

Приклад 21. Куплено лотерейний квиток. Відомо, що 

ймовірність виграшу 0,05. Знайти ймовірність програшу. 

Розв’язання. A={виграшний квиток}; B ={програшний 

квиток}. Події A  і B  утворюють повну групу. Отже, 
  

.95,005,01)(1)(1)()(  APBPBPAP  

 

Відповідь: 0,95. 

 

Визначення. Протилежними називають дві єдино можливі 

події, що утворюють повну групу. Протилежні події позначають 

A  і A . За формулою (4.8) отримаємо 
 

  .1)(  APAP       (4.9) 

 

Зауваження. Якщо ймовірність однієї з двох протилежних 

подій позначити p , то ймовірність іншої події позначають q . 

Таким чином, отримаємо  
 

.1 qp      (4.10) 
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4.6 Теорема добутку ймовірностей незалежних подій 

 

Визначення. Події A  і B  називаються незалежними, якщо 

ймовірність однієї, будь-якої з них, не залежить від того, 

відбувається чи ні інша подія. У протилежному випадку події A  і 

B  називають залежними. 

Теорема. Ймовірність сумісного настання двох незалежних 

подій дорівнює добутку ймовірностей цих подій: 
 

)()()( BPAPBAP  .   (4.11) 

 

Визначення. Декілька подій називають незалежними у 

сукупності, якщо незалежні кожні дві з них, незалежна кожна 

подія і всі можливі добутки останніх. 

Тобто 321 ,, AAA  - незалежні події, якщо 1A  і 2A ; 1A  і 3A ; 2A  і 

3A ; 21AA  і 3A ; 31AA  і 2A ; 32AA  і 1A  - незалежні події. 

Наслідок. Ймовірність сумісної появи декількох подій, 

незалежних в сукупності, дорівнює добутку ймовірностей цих 

подій: 
 

).(...)()()()...( 321321 nn APAPAPAPAAAAP    (4.12) 

 

Зокрема для трьох подій 321 ,, AAA  формула (4.12) має вигляд 
 

).()()()( CPBPAPABCP     (4.13) 

 

Приклад 22. Студент розшукує потрібну йому формулу в 

трьох довідниках. Ймовірність того, що формула знаходиться в 

першому довіднику дорівнює 0,6, у другому 0,7, в третьому 0,8. 

Знайти ймовірність того, що потрібна формула знаходиться: 

1) тільки в одному довіднику; 

2) тільки в двох довідниках; 

3) в усіх трьох довідниках; 

4) хоча б в одному з довідників. 

Розв’язання. Позначимо через 321 ,, AAA  випадкові події, які 

полягають у тому, що потрібна формула знаходиться в першому, 

другому і третьому довідниках відповідно. Тоді 321 ,, AAA  − 

протилежні події відповідно. За умовою прикладу 



 40 

.9,0)(;7,0)(;6,0)( 332211  APpAPpAPp  
 

Тоді ймовірності протилежних подій за формулою (4.10)  

;4,06,01)(1)( 111  APAPq  

;3,07,01)(1)( 222  APAPq  

.1,09,01)(1)( 333  APAPq  

1) подія A {потрібна формула знаходиться тільки в одному 

довіднику}. За теоремами додавання та добутку незалежних 

подій (4.6), (4.13) обчислюємо 
 

   9,03,04,01,07,04,01,03,06,0321321321 pqqqpqqqpAP  

154,0 ; 
 

2) подія B {потрібна формула знаходиться тільки в двох 

довідниках}. Аналогічно за теоремами додавання та добутку 

незалежних подій отримаємо 
 

   9,03,06,09,07,04,01,07,06,0321321321 pqpppqqppBP
 

;456,0  
 

3) подія C {потрібна формула знаходиться в усіх трьох 

довідниках}: 
 

  ;378,09,07,06,0321  pppCP  

 

4) подія D {потрібна формула знаходиться хоча б в одному 

з довідників}: 
 

        .988,0378,0456,0154,0  CPBPAPDP  

Відповідь: 1) 0,154; 2) 0,456; 3) 0,378; 4) 0,988. 

Зауваження. Знаходження ймовірності появи хоча б однієї 

події буде також розглянуто в п. 4.8.  

 
Приклад 23. Підприємець має акції двох компаній. 

Ймовірність отримання дивідендів по акціях тільки однієї з двох 
компаній дорівнює 0,38, причому для першої компанії 
ймовірність дорівнює 0,7. Яка ймовірність того, що підприємець 
отримає дивіденди по акціях другої компанії? 
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Розв’язання. Введемо позначення: події 21, AA  − отримання 

дивідентів по акціях першої та другої компаній відповідно, тоді 
 

    xAPAP  21 ,7,0 . 
 

Подія A {отримання дивідендів по акціях тільки однієї з 

двох компаній}, тому 
 

     2121 AAPAAPAP  . 
 

Складаємо рівняння: 
 

   

.8,0

;32,04,0

;38,07,0117,0







x

x

xx

 

 

Відповідь: 0,8. 

 

4.7 Теорема добутку ймовірностей залежних подій. 

Умовна ймовірність 

 

Визначення. Умовною ймовірністю )(BPA  називають 

ймовірність події B , обчисленої за припущенням, що подія A  вже 

відбулася: 
 

.0)(,
)(

)(
)(  AP

AP

ABP
BPA    (4.14) 

 

Аналогічно 
 

.0)(,
)(

)(
)(  BP

BP

ABP
APB     (4.15) 

 

Властивості умовної ймовірності: 

1) 0)( BPA , якщо AB Ø; 

2) 1)( BPA , якщо AAB  ; 

3) у решті випадків 1)(0  BPA . 
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Теорема. Ймовірність сумісної появи двох подій дорівнює 

добутку ймовірності однієї з них на умовну ймовірність іншої, 

яка обчислюється за умови, що перша подія вже відбулася: 
 

)()()( BPAPABP A  або )()()( APBPABP B .  (4.16) 

 

Наслідок. Ймовірність сумісної появи кількох подій 

дорівнює добутку ймовірності однієї з них на умовні ймовірності 

всіх інших, причому ймовірність кожної наступної події 

обчислюється за припущенням, що всі попередні події вже 

відбулися: 
 

).(...)()()()...(
121211 ...321321 nAAAAAAn APAPAPAPAAAAP

n
     (4.17) 

 

Зокрема для трьох подій 
 

).()()()( CPBPAPABCP ABA     (4.18) 

 

Приклад 24. В коробці знаходяться шість білих, три сині та 

дві чорні кульки. Навмання послідовно беруть три кульки. Яка 

ймовірність того, що перша кулька – біла, друга – синя, третя – 

чорна? 

Розв’язання. A {перша витягнута кулька біла}; B {друга 

витягнута кулька синя}; C {третя витягнута кулька чорна}. Тоді 

за формулою (4.18) отримаємо  
 

.
55

2

9

2

10

3

11

6
)()()()(  CPBPAPABCP ABA  

 

Відповідь: 
55

2
. 

 

Зауваження. Нагадаємо, що події A  і B  називаються 

незалежними, якщо 
 

)()( APAPB   або )()( BPBPA  . 

 

Тоді з формули (4.16) випливає розглянута раніше теорема 

добутку ймовірностей незалежних подій (4.11). 
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4.8 Ймовірність появи хоча б однієї події 

 

Ймовірність появи хоча б однієї з подій nAAA ...,,, 21 , 

незалежних в сукупності, дорівнює  
 

       nAPAPAPAP  ...1 21  або   nqqqAP  ...1 21 . (4.19) 

 

Наслідок. Якщо події nAAA ...,,, 21  рівноможливі, тоді 

отримаємо 
 

  nqAP 1 .     (4.20) 

 

Приклад 25. Розглянемо ще раз пункт 4 прикладу 22.  

Розв’язання. Формула (4.19) значно спрощує розрахунки. 

Дійсно  
 

.988,01,03,04,011)( 321  qqqDP  
 

Відповідь: 0,988. 

 

Приклад 26. На рецепції готелю замовлення на 

відвідування ресторану на певну дату зробили 4 пари. Яка 

ймовірність того, що у призначений день свою присутність у 

ресторані підтвердить хоча б одна пара, якщо ймовірність 

відмови кожної пари відповідно дорівнює 0,2; 0,1; 0,3; 0,15? 

Розв’язання. За умовою подія A {хоча б одна пара з 

чотирьох буде присутня в ресторані}. 

Ймовірності відмови кожної пари дорівнюють відповідно 
 

.15,0;3,0;1,0;2,0 4321  qqqq  
 

За формулою (4.19) отримаємо  

.9991,015,03,01,02,011)( 4321  qqqqAP  
 

Відповідь: 0,9991. 
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4.9 Формула повної ймовірності 

 

Одним з наслідків застосування теорем додавання і добутку 

є формула повної ймовірності та формула Байєса. 
Теорема (формула повної ймовірності). Якщо подія A  може 

настати тільки за умови настання однієї з подій (гіпотези) 

nHHH ,...,, 21 , які утворюють повну групу, то ймовірність події A  

дорівнює сумі добутків ймовірностей кожної з подій nHHH ,...,, 21  

на відповідну умовну ймовірність події A , тобто 
 

,)()()(
1




n

i
Hi APHPAP

i
    (4.21) 

 

причому  
 

  .1...21  nHHHP  
 

Приклад 27. У продаж надходить продукція трьох 

виробників: 30 % першого, 20 % другого і решта третього. 

Продукція першого виробника містить 5 % прихованого дефекту, 

другого − 2 %, третього − 1 %. Знайти ймовірність придбання в 

даній мережі продукції без дефекту.  

Розв’язання. Подія A {придбання в даній мережі продукції 

без дефекту}. Розглянемо гіпотези iH {продукція надійшла від 

i-го виробника}, i=1,2,3. Тоді за умовою прикладу отримаємо 
 

      .5,0;2,0;3,0 321  HPHPHP  
 

Умовні ймовірності дорівнюють відповідно 
 

   

  .99,001,01

;98,002,01;95,005,01

3

21





AP

APAP

H

HH
 

 

Тоді за формулою повної ймовірності (4.21) обчислюємо 
 

              APHPAPHPAPHPAP HHH 321 321  
 

.976,099,05,098,02,095,03,0   
 

Відповідь: 0,976. 
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4.10 Формула Байєса 

 

Теорема. Формула Байєса (теорема переоцінки гіпотез). 

Нехай події nHHH ,...,, 21  утворюють повну групу. Тоді умовна 

ймовірність події niHi ,...,2,1,   за умови, що подія A  вже 

відбулася, обчислюється так: 
 

,
)(

)()(
)(

AP

APHP
HP iHi

iA


  ni ,...,2,1 ,   (4.22) 

 

де )()(...)()()()()(
21 21 APHPAPHPAPHPAP

nHnHH   − 

формула повної ймовірності. 

Зауваження. Формула (4.22) дозволяє переоцінити 

ймовірності гіпотез nHHH ,...,, 21  за умови, що подія A  відбулася. 

Приклад 28. Статистика запитів кредитів в деякому банку 

така: 25 % − бюджетні організації, 42 % − юридичні особи, решта 

– фізичні особи. Імовірності неповернення взятого кредиту 

відповідно дорівнюють 0,01, 0,05 і 0,2. Знайти: 

1) ймовірність неповернення чергового кредиту; 

2) ймовірність того, що кредит не повернула фізична особа. 

Розв’язання. Подія A {неповернення кредиту}. Розглянемо 

гіпотези: 

1H {запит на кредит від бюджетної організації},  

2H {запит на кредит від юридичної особи}, 

3H {запит на кредит від фізичної особи}; 

1) за умовою прикладу 

 
        .33,042,025,01;42,0;25,0 321  HPHPHP  

 

Тоді умовні ймовірності відповідно дорівнюють 
 

      .2,0;05,0;01,0
321

 APAPAP HHH  

 

За формулою повної ймовірності (4.21) обчислюємо 

ймовірність неповернення кредиту: 
 

  .0895,02,033,005,042,001,025,0 AP  
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2) імовірність того, що кредит не повернула фізична особа, 

обчислюємо за формулою Байєса (4.22): 
 

737,0
0895,0

2,033,0

)(

)()(
)( 33

3 






AP

APHP
HP

H
A . 

 

Відповідь: 1) 0,0895; 2) 0,737. 

 

 

5 ПОВТОРНІ ВИПРОБУВАННЯ 

5.1 Формула Бернуллі. Найімовірніше число появи 

випадкової події 

 

Нехай проводиться n  незалежних випробувань, в кожному з 

яких імовірність появи події A  відома, однакова та дорівнює 

10,  pp . 

Імовірність того, що в результаті n  незалежних випробувань 

подія A  з’явиться  рівно k  разів, обчислюється за формулою 

Бернуллі: 
 

nkqpCkP knkk
nn ,...,1,0,)(   ,   (5.1) 

 

де 
 !!

!

knk

n
C k

n


  − число сполучень; 

p  − ймовірність появи події A  у випробуванні; 

pq 1  − ймовірність появи протилежної події A  у 

випробуванні. 

Зауваження:  

  Ймовірність того, що в результаті n  незалежних 

випробувань подія A  з’явиться від 1k  до 2k  разів включно 

1,01  nk , nk ,12  : 
 

  .)(
2

1

2

1

21 







k

kk

knkk
n

k

kk
nn qpCkPkkkP   (5.2) 
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  Ймовірність того, що в результаті n  незалежних 

випробувань подія A  з’явиться хоча б один раз: 
 

  n
n qkP  11 , nk ,...,2,1,0 .    (5.3) 

 

  Ймовірність того, що в результаті n  незалежних 

випробувань подія A  з’явиться хоча б певну кілкість k , nk ,...,2,1  

разів: 
 





n

km

mnmm
nn qpCkmP )(   або  






1

0

1)(
k

m

mnmm
nn qpCkmP . (5.4) 

 

Приклад 29. В середньому 25 % пакетів акцій на аукціонах 

продаються за початковою заявленою ціною. Знайти ймовірність 

того, що з 5 пакетів акцій в результаті торгів за початковою 

заявленою ціною буде продано: 

1) рівно 3 пакети; 

2) менше 3-х пакетів; 

3) не більше 3; 

4) хоча б 3 пакети. 

Розв’язання. За умовою прикладу 
 

5;75,025,011;25,0  npqp . 

Тоді: 

1) за формулою Бернуллі (5.1) отримаємо 
 

 



  233533

55 75,025,0
!35!3

!5
75,025,0)3( CP  

088,05625,0015625,0
!2!3

!5



 ; 

 

2) за формулою (5.2) 
 

       



 


322
5

411
5

500
5555

2

0
55

75,025,075,025,0

75,025,0210)20(

CC

CPPPkPkP
k  
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;896,075,025,0
!3!2

!5
75,025,0

!4!1

!5
75,025,0

!5!0

!5 324150 








  

 

3) за формулою (5.2)  
 

         

;984,0088,0264,0395,0237,0

3210)30( 5555

3

0
55



 


PPPPkPkP
k  

 

4) враховуючи, що 5,3 21  kk  та відповідь з 1), маємо 
 

  .104,0896,01201)53( 55  kPkP  

 

Відповідь: 1) 0,088; 2) 0,896; 3) 0,984; 4) 0,104. 

 

Визначення. Найімовірнішим числом появи випадкової події 

A  в результаті n  незалежних випробувань називається таке ціле 

невід’ємне число 0k , для якого ймовірність )( 0kPn  є не меншою за 

ймовірність )(kPn  будь-якого іншого наслідку серії випробувань, 

тобто  
 

.),()( 0 kkPkP nn   
 

Для знаходження найімовірнішого числа 0k  використовують 

формулу  
 

.0 pnpkqnp      (5.5) 

 

Зауваження. Якщо pnp  − ціле число, то найімовірніших 

два числа pnpk 01  і qnpk 02 , інакше – одне. 

 

Приклад 30. Компанія має мережу дилерів на біржі. 

Ймовірність того, що кожний дилер буде грати вдало, дорівнює 

0,8. В роботі беруть участь 5 дилерів. Знайти найімовірніше 

число дилерів, які будуть грати вдало, а також обчислити 

ймовірність цього числа. Вважати, що дії дилерів на біржі є 

незалежними.  
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Розв’язання. За умовою .2,0;8,0;5  qpn  За формулою 

(5.5) 
 

.4

8,48,3

8,08,052,08,05

0

0

0







k

k

k

 

Отже, .4096,0)2,0()8,0()4( 144
55 CP  

Відповідь: 40 k , 4096,0)4(5 P . 

 

Зауваження. При великих n  обчислити )(kPn  за формулою 

Бернуллі технічно складно. Тому в цих випадках користуються 

наближеними асимптотичними формулами: локальною та 

інтегральною теоремами Муавра-Лапласа, теоремою Пуассона.  
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