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ВСТУП

Під час підготовки спеціалістів для залізничного транспорту
навчальними  планами  передбачено  вивчення  студентами
механічного  та  будівельного  факультетів  на  І,  ІІ  і  ІІІ  курсах
дисципліни “Теоретична механіка”. При формуванні теоретичної
бази  з  цієї  дисципліни  головна  роль  відводиться  лекційним
курсам, які висвітлюють основні питання розділу “Кінематика”.
У ході вивчення курсу теоретичної механіки важливим аспектом
є  проведення  практичних  занять  і  виконання  індивідуальних
розрахунково-графічних робот (РГР). Основою РГР є розв’язання
задач, пов’занних з тематикою розділу. Багато важливих питань
стосовно  руху  твердих  тіл  розглядається  при  вивченні
плоскопаралельного  (плоского)  руху.  Вважаючи  складність  і
різноманітність  підходів  до  даної  теми,  доцільним  є
використання методичних вказівок. 

Сказане вище зумовило необхідність розроблення і введення
до  навчального  процесу  методичних  вказівок  з  розділу
«Кінематика»,  які  дають  комплексне  уявлення  про  обсяг  і
структуру питань, що виникають при вивченні певного виду руху
(плоского  в  даному  випадку),  про  специфіку  виконання  і
оформлення  індивідуальних  самостійних  завдань,  знайомлять  з
прикладами, наводять належні рекомендації та надають варіанти
для  виконання  РГР,  а  також  пропонують  рекомендовану
літературу.

Методичні вказівки призначені для студентів будівельного,
механічного  та  АТЗ  факультетів  денної  форми  навчання  усіх
спеціальностей.

1 МЕТОДИЧНІ ПОРАДИ

Програмою дисципліни „Теоретична механіка” передбачено
виконання  розрахунково-графічних  робот  (РГР)  з  розділу
«Кінематика».

Зміст РГР, а саме номери варіанта уточнюються викладачем
під час аудиторних занять. 
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Кожне  завдання  супроводжується  рисунками  і  таблицею
(номери  схем  співпадають  з  тим  самим  номером,  що  і  умова
завдання в таблиці).

РГР  виконуються  на  форматі  А4.  Типові  звіти  до  РГР
здійснюються  відповідно  до  встановлених  вимог,  а  саме
обов’язково вказуються назва кафедри, назва дисципліни, номер
роботи, рік, прізвище та ініціали студента.

Розв’язання  завдань  повинно  супроводжуватись  коротким
текстовим поясненням (які формули або теореми застосовуються,
звідки  отримуються  ті  чи  інші  результати  та  ін.),  а  також
детальним викладом усіх розрахунків, що виконуються.

Рисунки  до  розв’язання  завдань  повинні  бути  виконані
акуратно  із  застосуванням  креслярського  приладдя.  На  них
наносять  позначення  всіх  використовуваних  величин:  розміри,
координатні осі, вектори сил, швидкостей, прискорень та ін.

Слід  звернути  увагу  на  те,  що  розрахункова  схема
виконується  строго,  згідно  з  вихідними  даними свого  варіанта
завдання, і тоді в більшості випадків вона має бути простішою,
ніж на загальному рисунку.

Розрахунково-графічні  роботи,  що  не  відповідають  всім
переліченим вимогам, рецензуватися не будуть і повертатимуться
для переоформлення.

2 ПЛОСКОПАРАЛЕЛЬНИЙ РУХ ТВЕРДОГО ТІЛА

2.1 Основні визначення

Плоскопаралельним,  або  плоским,  рухом  твердого  тіла
називається  такий  рух,  при  якому  всі  точки  тіла  рухаються  в
площинах,  паралельних  деякій  нерухомій  площині,  що
називається базовою.

Плоский  рух  здійснюють  більшість  механізмів  і  машин,
наприклад колесо,  що котиться  на  прямолінійній  ланці  шляху,
шатун  у  кривошипно-шатунному  механізмі,  колесо  в
планетарному механізмі.

Для  вивчення  плоского  руху  абсолютно  твердого  тіла
достатньо розглянути рух однієї  плоскої фігури S  (перерізу) у
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нерухомій (базовій) площині ( Oxy ). Площину (Oxy ) поєднують з
площиною рисунка, тоді тверде тіло зображують тільки плоскою
фігурою  S .  Положення  плоскої  фігури  S  в  площині  Oxy

визначається  положенням  будь-якого,  проведеного  в  ній,
прямолінійного  відрізка  АВ.  У свою чергу  положення  відрізка
можна визначити координатами однієї  точки, наприклад,  точки
А, Ax  та Ay , а також кутом  , який створює відрізок АВ з віссю
Ox . Точку А, обрану для визначення положення плоскої фігури
S , називають полюсом (рисунок 1).

Під  час  руху  тіла  величини  Ax ,  Ay  та    будуть
змінюватись.  Для  визначення  закону  плоского  руху,  тобто  для
визначення положення тіла в просторі в будь який момент часу
треба знати залежності Ax , Ay  та   від часу t .

Закон плоскопаралельного руху:

                              )(1 tfxA  ,  )(2 tfy A  ,  )(3 tf .                           (1)

Рівняння  )(1 tfxA   та  )(2 tfy A   є рівняннями  поступального
руху полюса А, а рівняння  )(3 tf  описує закон  обертального
руху плоскої фігури навколо полюса.

Плоскопаралельний  рух  твердого  тіла  складається  з
поступального, при якому всі точки тіла рухаються як полюс, та
обертального  руху  навколо  полюса.  (Обертальний  рух  тіла
створюється  навколо  осі,  що  перпендикулярна  до  базової
площини  та  проходить  через  полюс  А,  для  скорочення  рух
вважають обертанням навколо полюса А.)

6

S

х
В

х
А

у
А

у
В

В

Х
О

У

А
φ


М

Рисунок 1

S  – плоска фігура;
АВ = const –відрізок абсолютно
                     твердого тіла;

AA YX , , BB YX ,  – координати 
точок А і В,

  – кут обертання відрізка;
  – кут обертання відрізка АМ;
точка А – полюс.



Обертальна частина руху не залежить від обрання полюса, а
поступальна залежить.

Основні  кінематичні  характеристики  плоского  руху
тіла: 

-  швидкість  AV  та  прискорення  Aa  поступального  руху
полюса;

-  кутова  швидкість    та  кутове  прискорення  
обертального руху навколо полюса.

Траєкторія довільної точки М (рисунок 1) плоскої фігури
визначається  відстанню  від  точки  М  до  полюса  А  та  кутом
обертання   навколо полюса:

        )cos(   AMxx A , )sin(   AMyy A ,            (2)

де Ax , Ay  та   – відомі за рівняннями (1) функції часу.

Рівняння  (2)  одночасно  визначають  закон  руху  довільної
точки М в площині Oxy  і рівняння її траєкторії в параметричному
вигляді.  Звичне  рівняння  траєкторії  можна  отримати,
виключивши з системи (2) час t .

2.2 Визначення швидкостей точок

Теорема про швидкості точок і її наслідки

Плоскопаралельний  рух  твердого  тіла  складається  з
поступального, при якому всі точки тіла рухаються зі швидкістю
полюса  AV ,  та  обертального  руху  навколо  цього  полюса.
Швидкість  будь-якої  точки  М тіла  складається  геометрично  зі
швидкостей, які вона отримує в кожному з цих рухів.

Теорема про швидкості точок
Швидкість  будь-якої  точки М тіла  дорівнює геометричній

сумі швидкості точки А, прийнятої за полюс, і швидкості точки
М в її обертанні разом з тілом навколо цього полюса А.

                                            MAAM VVV  .                                       (3)
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Швидкість  точки М  в  її  обертанні  навколо  полюса  А
дорівнює

                                            MAVMA   ,                                      (4)

де   – кутова швидкість обертального руху тіла навколо полюса.

Вектор  MAV  спрямований по дотичній до кола радіуса МА,
за яким обертається точка М навколо полюса А, тобто MAVMA   в
напрямку обертання (за  ) (рисунок 2). 

Швидкість  точки  М  ( MV )  визначається  діагоналлю
паралелограма, побудованого при точці М на швидкості полюса
А, перенесеної  в точку М, і  швидкості  точки М при обертанні
навколо полюса А (рисунок 2).

Наслідок  1.  Проекції  швидкостей  точок  плоскої  фігури
(твердого тіла)  на вісь,  що проходить через  ці  точки,  однакові
(рисунок 3). 

Якщо в даний момент часу відома швидкість  AV  точки А
плоскої  фігури,  напрямок  її  обертання  та  модуль  кутової
швидкості фігури   (рисунок 3), швидкість точки В визначається
як  BAAB VVV  ,  де  швидкість  обертання  В  навколо  А  дорівнює

BAVBA    і  спрямовується  BAVBA   (рисунок  3).  Проекція
швидкості BAV  на ось Ox : 0BAxV , тому що OxVBA  . Тоді проекція
швидкості  точки  В знайдена  як  BAxAxBx VVV  ,  надасть  рівняння

AxBx VV   і BbAa  , тобто проекції швидкостей однакові.
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Наслідок  2.  Кінці  швидкостей  точок  незмінного  відрізка
лежать  на  одній  прямій  та  розділяють  цю  пряму  на  частини,
пропорційні  відстаням  між  відповідними  точками  відрізка
(рисунок 4). 

Розглядаючи  рисунок  4,  можна  встановити,  що

 ABVBв AB11 ,  ADVDd AD11 , звідки AB

AD

Bв

Dd


11

11 . Враховуючи, що

ADdA 11  і  ABвA 11  як  протилежні  сторони  паралелограмів,

11

11

11

11

вA

dA

Bв

Dd
 . Ці співвідношення показують, що  111 DBA  – відрізок

прямої.  Із  подібності  трикутників  111 BвA  та  111 DdA  видно,  що
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11 ,  тобто  відстані  між

кінцями  швидкостей  пропорційні  відстаням  між  відповідними
точками.

2.3 Миттєвий центр швидкостей (МЦШ)

Миттєвий  центр  швидкостей (МЦШ –  точка  Р)  –
геометрична  точка  плоскої  фігури,  швидкість  якої  в  даний
момент часу дорівнює нулю: 0PV .

Якщо МЦШ розглядається в  якості  полюса,  тоді  за
теоремою у виразі APPA VVV  APV , враховуючи, що 0PV . Таким
чином,  швидкість  довільної  точки  тіла,  що  належить  плоскій
фігурі,  дорівнює  швидкості  її  обертання  навколо  миттєвого
центра швидкостей:

                  APA VV  ,  BPB VV  ,  CPC VV   .                        (5)
Швидкість будь-якої точки плоскої фігури (тіла) у кожний

момент часу має модуль, що дорівнює добутку кутової швидкості
фігури  на  довжину  відрізка  від  точки  до  МЦШ і  спрямована
(рисунок  6)  перпендикулярно  до  цього  відрізка  в  напрямку
обертання фігури:

APVA        APVA  ,
                                     BPVB      BPVB  ,                                    (6)

CPVC         CPVC  .
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МЦШ (Р) плоскої фігури (S)
знаходиться  на
перпендикулярі до напрямку
швидкості  полюса  AV  на

відстані, що дорівнює 
AV

 (рисунок 5).
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Модулі  швидкостей точок плоскої  фігури (тіла)  у  кожний
момент часу пропорційні відстаням від цих точок до миттєвого
центра швидкостей:

                              BP

AP

V

V

B

A  ,      CP

AP

V

V

C

A  ,      CP

BP

V

V

C

B  ,

                           
CP

V

BP

V

AP

V CBA  .                                       (7)

Випадки  визначення  положення  миттєвого  центра
швидкостей

1 Якщо відома швидкість одної точки тіла AV  за величиною
та напрямком і  кутова швидкість  обертання тіла   ,  МЦШ (Р)
знаходиться  на  перпендикулярі  до  AV  (рисунок  7)  на  відстані

АР = 
AV

.
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Швидкість точки В при цьому
визначається як BPVB    ( BPVB  )
та  спрямовується  в  напрямку
обертання тіла (за  ).



Р

А
ВAV

BV

Рисунок 8


Р

AV

BV

В

А

Рисунок 7


Р

AV

BV

В

А

S


AV

Рисунок 6 

C

CV



Напрямок  обертання  визначається  з  вектором  відомої
швидкості  AV .  Модуль  швидкості  точки  В  дорівнює  BPVB  

(рисунок 8).

3 Якщо  відомі  швидкості  двох  точок  тіла  AV  та  BV за
величиною та напрямком, AV  ІІ BV , АВ   AV , BV ;

а) AV  та  BV  різні  за  модулем ( BA VV  )  та  співпадають за
напрямком (рисунок 9). 

б) AV  та  BV  різні  за  модулем  ( BA VV  )  і  протилежні  за
напрямком (рисунок 10).
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2  Якщо  відома  швидкість
одної точки тіла  AV  за величиною
та напрямком і швидкість BV  другої
точки В тільки за напрямком, МЦШ
(Р)  знаходиться  в  точці  перетину
перпендикулярів  до  векторів  AV  і

BV , а кутова швидкість  =
AP

VA . 

BV

AV


Р

В

А

Рисунок 9

Миттєвий  центр  швидкостей
знаходиться на лінії АВ за точкою з
меншою швидкістю.

Кутова швидкість   =
AP

VA =
BP

VB .

Рисунок 10BV В



Р

А
AV Миттєвий  центр

швидкостей знаходиться на лінії
АВ  між  точками  ближче  до
точки з меншою швидкістю.

Кутова швидкість   =
AP

VA =
BP

VB .



в) AV  та BV  однакові за модулем ( BA VV  ) (рисунок 11).

4 Якщо  відомі  швидкості  двох  точок  тіла  AV  та  BV за
величиною  та  напрямком,  AV  ІІ  BV ,  AV  =  BV  і  АВ  не
перпендикулярний до AV  і BV  (рисунок 12).

5 Кочення колеса без ковзання. 
Відома  швидкість  точки  центра  колеса  CV .  МЦШ (Р)

знаходиться  в  точці  дотику  нерухомої  та  рухомої  поверхонь
(рисунок 13).

Напрямок кочення колеса (напрямок кутової швидкості   )
визначається  за  напрямком  вектора  відомої  швидкості
поступального руху центра колеса CV :

13

В

А
AV

BV

Рисунок 11

Миттєвий  центр
швидкостей  знаходиться  в
нескінченності (АР= ).

Кутова  швидкість    =
AP

VA =

0


AV .

Миттєвий  центр  швидкостей
знаходиться  в  нескінченності
(АР=ВР=...= ).

Кутова  швидкість   =
AP

VA =

0


AV . 
Рух  тіла  –  миттєво

поступальний 
( AV  = BV , BA aa  ).

А

В
BV

AV

Рисунок 12

 =
R

V

CP

V CC  ,

BPVB   ,   BPVB  ,

RAPVA 2  ,  APVA  ,
CA VV 2 .



CV
В

AV
А

         
  

С

Рисунок 13
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2.4 Визначення прискорень

Теорема про прискорення точок
Прискорення довільної точки М тіла дорівнює геометричній

сумі  прискорення  будь-якої  іншої  точки  А,  обраної  в  якості
полюса, і прискорення цієї точки М в її обертанні разом з тілом
навколо полюса: 

                                    MAAM aaa  .                                      (8)

Прискорення  точки  М в  обертальному русі  разом з  тілом
навколо полюса А складається з дотичного  

MAa  та нормального
n
MAa , тобто

                            n
MAMAMA aaa   .                                     (9)

Дотичне прискорення точки М в обертанні навколо полюса
А дорівнює

                                MAaMA   .                                    (10)

Вектор  
MAa  спрямований перпендикулярно до відстані  від

точки  М  до  полюса  А  ( MAaMA 
 )  за  напрямком  кутового

прискорення   .  При  прискореному  обертанні  дотичне
прискорення  

MAa  спрямоване відносно полюса в  бік  обертання
плоскої  фігури,  при  сповільненому  обертанні  –  протилежно,
тобто напрямок 

MAa  відносно полюса завжди відповідає напрямку
кутового прискорення   (рисунок 14).

Нормальне  прискорення  точки  М  в  обертанні  навколо
полюса А дорівнює

                                            MAa n
MA  2 .                                       (11)
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Вектор  n
MAa  спрямований з  точки М до полюса А ( AM  )

(рисунок 14).
Модуль  прискорення  точки  М в  обертанні  разом  з  тілом

навколо полюса А дорівнює

                         4222 )()(   MAaaa n
MAMAMA .             (12)

Напрямок  вектора  MAa  знаходиться  побудовою  діагоналі
прямокутника, складеного векторами 

MAa  та n
MAa  (рисунок 14).

Таким  чином,  поєднуючи  теорему  (7)  та  рівняння  (8),
отримуємо прискорення точки М:

                                 n
MAMAAM aaaa   .                             (13)

Прискорення  точки  М  Ma  визначається  як  діагональ
паралелограма  прискорень,  сторонами  якого  є  прискорення
полюса  Aa  та прискорення точки М  MAa  в її  обертанні разом з
тілом навколо полюса А (рисунок 14).

3 ВИЗНАЧЕННЯ  ШВИДКОСТЕЙ  І  ПРИСКОРЕНЬ
ТОЧОК ТВЕРДОГО ТІЛА ПРИ ПЛОСКОМУ РУСІ

3.1 Умови завдання

Знайти  для  даного  положення  механізму  швидкості  та
прискорення точок В та  С,  а  також кутову швидкість  і  кутове
прискорення ланки, якій ці точки належать. 
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MAAM aaa  ,

n
MAMAMA aaa   ,

2



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n
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MA

a

a
tg .

 

Ma
Aa

Aa
MAa

n
MAa


MAa

МА

Рисунок 
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
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Схеми механізмів  надані  на рисунках 15,  16,  17,  дані  для
розрахунку – у таблиці 1.

Таблиця 1

Варіан
т

Розмір, см  OA,
c –1

 I,
c -1

 OA ,
c -2

v A, 
см/с

a А, 
см/с2ОА r AB AC

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
1 40 15 - 8 2 - 2 - -
2 30 15 - 8 3 - 2 - -
3 - 50 - - - - - 50 100
4 35 - - 45 4 - 8 - -
5 25 - - 20 1 - 1 - -
6 40 15 - 6 1 1 0 - -
7 35 - 75 60 5 - 10 - -
8 - - 20 10 - - - 40 20
9 - - 45 30 - - - 20 10
10 25 - 80 20 1 - 2 - -
11 - - 30 15 - - - 10 0
12 - - 30 20 - - - 20 20

Продовження таблиці 1
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
13 25 - 55 40 2 - 4 - -
14 45 15 - 8 3 12 0 - -
15 40 15 - 8 1 - 1 - -
16 55 20 - - 2 - 5 - -
17 - 30 - 10 - - - 80 50
18 10 - 10 5 2 - 6 - -
19 20 15 - 10 1 2,5 0 - -
20 - - 20 6 - - - 10 15
21 30 - 60 15 3 - 8 - -
22 35 - 60 40 4 - 10 - -
23 - - 60 20 - - - 5 10
24 25 - 35 15 2 - 3 - -
25 20 - 70 20 1 - 2 - -
26 20 15 - 10 2 1,2 0 - -
27 - 15 - 5 - - - 60 30

16



28 20 - 50 25 1 - 1 - -
29 12 - 35 15 4 - 6 - -
30 40 - - 20 5 - 10 - -

17



Рисунок 15
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Рисунок 16

Рисунок 17
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3.2 Рекомендації та приклад виконання

Дано:
ОА = 10 см,  АВ = 60 см, АС = 20 см, 5.1OA  с-1, 2OA  с-2. 
Схема механізму надана на рисунку 18.
Визначити: BV , CV , Ba , Ca , AB , AB . 

          Рисунок 18

Швидкості точок В і С:     

ABB BPV  ,             ABC CPV  ,
ABABB BPV   ,       ABABC CPV   .

305.06030sin 0  ABBPAB  см,
1.3660cos2 022  ABABAB BPBCBPBCCP  см.

Відповідно 

                  7.83029.0 BV  см/с,          5.101.3629.0 CV  см/с.

20

Розв'язання
1 Визначення швидкостей точок 

(рисунок 18).
Швидкість  точки  А

перпендикулярна до кривошипа ОА:

  OAVA  ,  15105.1  OAV OAA   см/с.

Швидкість повзуна В спрямована
вертикально.  Миттєвий  центр
швидкостей  РАВ шатуна  АВ
знаходиться  в  точці  перетину
перпендикулярів,  проведених  з  точок
А і В до їх швидкостей.

Кутова швидкість ланки АВ

1
0

29.0
30cos60

15 


 c
AP

V

AB

A
AB .



Вектор  швидкості  CV  спрямований у  бік  обертання  ланки
АВ.

2 Визначення прискорень точок (рисунок 19).

За теоремою про прискорення точок плоскої фігури 

Д
АВ

ОБ
AB

Д
А

ОБ
АB аaаaa  .

Доцентрове  прискорення  точки  В  в  обертальному  русі

шатуна АВ навколо полюса А: 560
12

12  ABа АB
Д

AB   см/с-2, вектор
Д

ABа  спрямований від В до А, а ОБ
ABa Д

ABа . 
Векторний  багатокутник  прискорень  (рисунок  19)  дає

можливість скласти рівняння проекцій векторного рівняння на осі
х та у:

Д
AB

Д
A

ОБ
AB aaaa  000 30cos60cos30cos ,

ОБ
AB

Д
A

ОБ
AB aaaa  000 60cos30cos60cos .

Тоді 





0

00

30cos

30cos60cos Д
AB

Д
A

ОБ
А

В

aaа
а 7.16

866.0

5866.05.225.020


  см/с-2.

21

Прискорення  точки  А
складається  з  обертального

ОБ
Aa  та  доцентрового  Д

Aа

прискорень:

              Aа Д
A

ОБ
A аa  ,

20102  OAа OA
ОБ

A   см/с-2,
5,22105,1 22  OAа ОА

Д
A   см/с-2.

Вектор  Да  спрямований від
А  до  О,  а  ОБ

Aa   Д
Aа

відносно напрямку кутового
прискорення OA .    Рисунок 19



Для  визначення  прискорення  точки  С  необхідне  кутове
прискорення шатуна АВ:

000 60cos30cos60cos  Д
A

ОБ
AB

ОБ
АВ aaaa = 2,205,05,22866,0205,07,16 

см/с-2.

ABa AB
ОБ
АВ   ,  звідси  234.0

60

2.20  c
AB

aОБ
AB

AB .  Напрямок  ОБ
ABa

відносно полюса А визначає напрямок кутового прискорення AB .
У даному випадку цей напрямок протилежний AB .

Прискорення точки С:

Д
АC

ОБ
AC

Д
А

ОБ
АC аaаaa  .

Обертальне  та  доцентрове  прискорення  точки  С  в
обертальному русі шатуна АВ навколо полюса А: 

                             8.62034.0  ACa AB
ОБ
АC   см/с-2,

                             7.120
12

12  ACа АB
Д

AC   см/с-2.

Вектор  ОБ
ACa  спрямований відносно кутового прискорення

AB  та ОБ
ACa Д

ACа .

Прискорення точки С знаходиться методом проекцій:

00 60cos30cos  ОБ
A

Д
A

Д
ACCX aaaa 2,115,020866,05,227,1   см/с-2,

ОБ
АС

ОБ
A

Д
ACУ аaaa  00 30cos60cos = 8,218,6866,0205,05,22   см/с-2.

                               22
CYCXC aaa 5.248.212.11 22   см/с-2.
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